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我 们 应 如 何 选择 适当 的 项 以 得 出 该 问题 的 方程 “ 
六 二 的 直线 不 想 过 五 条 时 ,我 们 如 何 知 入 相应 的 是 是 正题 
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曲线 的 性 质 
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哪些 曲线 可 被 纳入 几何 学 
区 分 所 有 赐 线 的 类 别 . 以 及 和 擎 握 它们 与 直线 上 点 的 关系 的 方法 
对 上 编 提 到 的 帕 普 斯 问题 的 解释 “……*…… 

公有 三线 或 四 线 时 该 问题 的 角 
对 该 解 的 论证 … ‘ 


与 立体 加 膛 , 以 及 求解 它 角 的 方 法 eeereeennrnn 
人 点 代 间 题 所 需 曲线 中 最 基本 .最 简单 的 昌 线 
经 由 按 击 其 上 车 下 点 而 描绘 的 几何 曲线 
可 利用 网 绢 描绘 的 昌 线 …………… 
为 了 解 曲线 的 性 质 , 必 须知 道 其 上 的 点 与 直线 上 点 的 
引 与 该 曲线 成 直角 的 面 线 的 方法 
玉 一 直线 与 给 定 曲线 相交 并 成 直角 的 - - 般 方 法 
针对 类 现 及 第 .类 独 物 线 实施 上 述 操作 的 合 证 
针对 第 一 类 的 久 形 线 的 另 一 例证 
对 蚌 线 完成 这 -- 问 题 作 图 的 例证 
对 用 于 光 第 四 类 新 的 帘 形 红 的 说 明 
所 沦 儿 形 线 具 有 的 反射 与 折射 性 质 
对 这 些 性 质 的 论证 - ee 
如 何 撤 我 们 的 要 求 制作 一 透镜, 使 从 某 一 给 定点 发 出 的 所 有 光线 经 
透镜 的 一 个 表面 后 会 聚 于 一 给 定点 … ee 
如 何 制作 有 如 上 功能 的 透镜 .而 又 使 个 表 匣 的 喇 度 跟 另 一 表面 的 
上 度 或 四 魔 形成 纵 岩 的 比 -， ee i 
如 休 将 下 抽 下 而 上 的 内 二 的 于 上 有 了 三 六 
人 a 62 
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立体 及 超 立体 问题 的 作 图 


能 攻 于 所 有 问题 的 作 图 的 曲线 
求 多 比例 中 项 的 例证 


68 


何 为 和 
已 知 … 个 根 时 .如 何 将 方程 的 次 数 降低 。 
如 何 确 定 任 一 给 定量 是 否 是 根 ……… 


一 个 方程 有 多 少 真 根 … es ee 0 
.及 
如 何 将 方程 的 根 变 大 或 驼 小 …………… 
我 们 可 通过 增 大 真 根来 缔 小 假 根 , 或 者 相反 
如 何 消去 方程 中 的 第 二 项 … we 
如 人 使 外 根 变 为 下 根 而 不 让 真 根 变 为 民 要 
如 何 补足 方程 中 的 缺 硕 “rev 
如 何 蒋 或 除 一 个 方程 的 根 
如 何 消除 方程 由 的 分 数 … 
如 何 使 方程 任 一 项 中 的 已 知 量 等 于 任意 给 定 的 量 ， 
识 根 和 假 根 孝 可 能 是 实 的 或 庶 的 
平面 问题 的 三 次 方程 的 简约 …- 
用 含有 根 的 二 项 式 除 方程 的 方法 
方程 为 三 次 的 立体 问题 *………… 
平面 问题 的 四 次 方程 的 简约 ,立体 问题 
利用 简约 手段 的 例证 
简约 四 次 以 上 方程 的 一 般 法 则 
所 有 简约 为 三 或 四 次 方程 的 立体 问题 的 一 般 作 图 法 则 
双 比 例 中 项 的 求法 … 
角 的 三 等 分 … 
所 有 立体 问题 可 约 化 为 上 述 丙种 作 图 … 
表示 三 次 方程 的 所 有 根 的 方法 ,此 法 可 推广 到 所 有 由 次 方程 的 情形 
为 何 立 体 问 题 的 作 图 非 要 用 加 稚 截 线 , 解 更 复杂 的 问题 需要 其 它 更 
复杂 的 肢 绕 … 
需要 不 高 了 六 次 的 方 各 的 所 有 了 问题 之 作 图 的 一 般 法 则 
四 比例 中 项 的 求法 ， … 


第 一 编 
仅 使 用 直线 和 圆 的 作 图 问题 


任何 -个 几何 问题 痢 很 容易 化 归 为 用 一 些 术 语 来 表示 ,使 得 
只 要 知道 直线 段 的 长 度 的 有 关 知 识 . 就 足以 完成 它 的 作 图 。 


如 何 将 算术 运算 转 为 几何 的 运算 


算术 仅 有 四 或 五 种 运算 组 成 , 即 加 、 碱 .乘除 和 开 根 , 后 者 可 
认为 是 一 种 除法 ;在 几何 中 .为 得 到 所 要 求 的 线 眉 ,只 需 对 其 它 一 
些 线段 加 加 减 减 ;不 然 的 话 , 我 可 以 取 一 个 线段 , 称 之 为 单位 ,目的 
是 把 它 周 数 尽 可 能 紧密 地 联系 起 来 ,而 它 的 选择 一 般 是 任意 的 : 当 
再 给 定 其 它 两 条 线段 , 则 可 求 第 四 条 线段 ,使 它 与 给 定 线段 之 一 的 
比 等 于 另 一 给 定 线 段 与 单位 线段 的 比 ( 这 跟 兼 法 一 致 ) 或 者 ,可 求 
第 四 条 线段 ,使 它 与 给 定 线段 之 一 的 比 等 于 单位 线段 与 另 一 线段 
之 比 (这 等 价 于 除法 ); 最 后 ,可 在 单位 线段 和 另 -~ 线 眉 之 闻 求 一 
个 ,两 全 或 多 个 比例 中 项 (这 相当 于 求 给 定 线段 的 平方 根 、 立 方 根 ， 
等 等 )。 为 了 更 加 清晰 明了 ,我 将 毫 不 犹 隐 地 将 这 些 算术 的 术语 引 
入 几 个 。 


如 何在 几何 中 进行 乘 、 除 和 开平 方 根 


例如 , 令 AB 为 单位 线段 ， E 
求 BC 乘 BD。 我 只 要 联结 点 A 
与 点 C, 引 DE 平行 CA; 则 BE 
即 是 BD 和 Bc 的 乘积 。 

车 求 BP 除 本 ,我 联接 E 
和 D, 引 AC 平行 DE; 则 BC 即 D A B 
为 除 得 的 结果 。 

若 想 求 GH 的 平方 根 ,我 沿 该 
直线 加 上 一 段 等 于 单位 长 的 线段 
FG ;然后 平分 FH 于 Ki 我 再 以 K 为 
心 作 贺 FIH, 并 从 G 引 垂 线 延至 I。 
那么 ,GI 即 所 求 的 平方 根 。 我 在 这 F EC KK 
里 不 讲 立 方 根 或 其 它 根 的 求法 ,因为 在 后 面 讲 起 来 更 方便 。 


我 们 如 何在 几何 中 使 用 算术 符号 


通常 ,我 们 并 不 需要 在 纸 上 面 出 这 些 线 ,而 只 要 用 单个 字母 来 
标记 每 一 条 线段 就 够 了 .所 以 ,为 了 作 线段 BP 和 GH 的 加 法 ,我 记 
其 中 的 -… 条 为 a, 另 一 条 为 5, 并 写 下 a 二 8。 同样 ,a 一 6 将 表示 从 a 
中 减 去 5;0 表示 乘 mi 二 表示 5 除 asaq 或 wi 表示 a 自 莱 1 求 示 
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自 乘 所 得 的 结果 再 乘 ,并 依 此 类 推 。 类 似 地 ,车 求 十 如 的 平方 
根 , 我 记 作 下 十 厚 ; 车 求 中 一 开 十 喔 的 立方 根 , 我 写成 
名 5 一 刺 十 时 , 依 此 可 写 出 其 它 的 根 。 必 须 注意 ,对 于 至 司 及 类 似 
的 记号 ,我 通常 用 来 表示 单一 的 一 条 线 侦 ,只 是 称 之 为 平方 .立方 
等 等 而 已 ,这 样 ,我 就 可 以 利用 代数 中 使 用 的 术语 了 。 

还 应 该 注意 , 当 所 讨论 的 癌 题 未 确定 单位 时 ,每 条 线段 的 所 有 
部 分 都 应 该 用 相同 的 维 数 来 表示 。«’ 所 含 的 维 数 黑 o9 或 总 一 样 ， 
我 都 称 之 为 线段 外 a 一 闻 十 o 太 的 组 成 部 分 。 然 而 ,对 单位 已 确定 的 
情形 就 另 当 别论 了 ,因为 不 论 维 数 的 高 低 , 对 单位 耐 言 总 不 会 出 现 
理解 上 的 困难 ;此 时 , 若 求 a 六 一 5 的 立方 根 ,我 们 必须 认为 a*P 这 
个 量 被 单位 量 除 过 一 次 ,而 5 这 个 量 被 单位 量 节 过 2 次 。 

最 后 ,为 了 确保 能 记 住 线 眉 的 名 称 , 我 们 在 给 它们 指定 名 称 或 
改变 名 称 时 ,总 要 单独 列 出 名 录 。 例 如 ,我 们 可 以 写 AB 一 1. 即 AB 
等 于 1;GH 一 a ,BD 一 4 等 等 。 


我 们 如 何 锌 用 方程 来 解 各 种 问题 


于 是 , 当 要 解决 某 一 问题 时 ,我 们 首先 假定 解 已 经 得 到 ,并 给 
为 了 作出 此 解 而 似乎 要 用 到 的 所 有 线段 指定 名 称 ,不 论 它们 是 已 
知 的 还 是 未 知 的 。 然 后 ,在 不 对 已 知 和 未 知 线 届 作 区 分 的 情况 下 ， 
利用 这 些 线段 问 最 自然 的 关系 ,将 难点 化 解 ,直至 找到 这 样 一 种 可 
能 , 即 用 两 种 方式 表示 同一 个 量 。 这 将 导出 一 个 方程 ,因为 这 两 个 
开 达 式 之 一 的 各 项 售 在 一 起 等 于 另 一 个 的 各 项 。 

我 们 必须 找 出 不 假定 为 未 知 线 发 的 数目 一 样 多 的 方程 :但 是 ， 
著 在 考 号 了 每 一 个 有 关 因素 之 后 仍 得 不 到 那样 多 的 方程 ,那么 , 显 
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然 该 问题 不 是 完全 确定 的 ,一 旦 出 现 这 种 情况 ,我 们 可 以 为 每 一 条 
缺少 方程 与 之 对 应 的 未 知 线段 ,任意 确定 一 个 长 度 。 

当 得 到 了 若干 个 方程 ,我 们 必须 有 条 不 训 地 利用 其 中 的 每 … 
个 ,或 是 单独 加 以 考虑 ,或 是 将 它 与 其 它 的 粗 比 较 , 以 便 得 到 每 一 
个 未 知 线段 的 值 ,为 此 ,我 们 必须 先 统一 地 进行 考察 ,直到 只 留 下 
条 未 知 线段 , 它 等 于 某 条 已 知 线段 :或 者 是 未 知 线 侦 的 平方 . 立 
片 ,四 次 方 .五 次 方 .六 次 方 等 中 的 任 一 个 ,等 于 两 个 或 多 个 晤 的 和 
或 差 ,这 些 量 中 的 一 个 是 已 知 的 , 另 一 些 由 单位 中 这些 平方 .或 立 
方 ` 或 四 次 方 得 出 的 比例 中 项 蒋 以 其 它 已 知 线段 组 成 。 我 用 下 列 式 
子 来 说 明 : 


2=b 
或 了 一 一 oz 十 下 
或 2 二 a 十 bz 一 站 
或 一 az 一 caz 十 da 
即 ,= 等 于 2,* 这 里 的 > 我 用 以 表示 求知 景 ; 或 = 的 平方 等 于 "的 平 
方 减 < 线 a; 或 < 的 立方 等 于 :z 的 平方 狼 以 a 后 加 z 彝 以 5 的 平方 ， 
再 减 c 的 立方 ,其 余 类 推 。 
这 样 ,所 有 的 未 知 量 都 可 用 单一 的 量 来 表示 ,无 论 问 题 是 能 用 
圆 和 直线 作 图 的 .或 是 能 用 圆锥 截 线 作 图 的 ,甚或 是 能 用 次 数 不 高 
於 三 或 四 次 的 曲线 作 图 的 。 
我 在 这 里 不 作 更 详细 的 解释 ,否则 我 会 指 夺 你 华 自 己 的 努力 
去 理解 时 所 能 享受 的 愉悦 ; 同时 ,通过 推演 导出 结论 ,对 于 训练 你 
的 思维 有 益 , 依 我 之 见 . 这 是 从 这 门 科学 中 所 能 获得 的 最 主要 的 好 
处 .这 样 做 的 另 一 个 理由 是 ,我 知道 对 于 任何 熟悉 普通 的 几何 和 代 
数 的 人 而 言 , 只 要 他 们 仔细 地 思考 这 篇 论著 中 出 现 的 问题 ,就 不 会 
碰 到 无 法 克服 的 轨 难 。 
此 ,我 很 满意 如 下 的 说 法 :对 于 一 名 学 生来 说 ,如 果 他 在 解 


了 


这 些 方程 时 一 有 机 会 就 能 利用 除法 ,那么 他 肯定 能 将 问题 约 化 到 
最 简单 的 情形 。 


平面 问题 及 其 解 


如 果 所 论 问题 可 用 通常 的 
几何 来 解决 , 即 只 使 用 平 配 上 0 友 
的 直线 和 圆 的 妆 迹 ,此 时 ,最 后 
的 方程 要 能 够 完全 解 出 ,其 中 
至 多 只 能 保留 有 一 个 未 知 量 的 。 …、， 
平方 , 它 等 于 某 个 已 知 量 与 该 TT M 
未 知 量 的 积 ,再 加 上 或 减 去 另 
- -个 已 知 量 , 于 是 :这 个 根 或 者 说 这 条 未 知 线段 能 容易 地 求 得 。 例 
如 ,车 我 得 到 了 = az 十 如 ,我 便 作 一 个 直角 三 角形 NLM, 其 一 边 为 
LM, 它 等 于 5 , 即 已 知 量 基 的 平方 根 } 另 一 边 LN, 它 等 于 二 , 即 另 
一 个 已 知 量 -- 一 跟 我 假定 为 未 知 线 入 的 = 相 乘 的 那个 量 一 一 的 一 
半 。 于 是 ,延长 MN, 整 个 线段 OM 即 所 求 的 线段 z。 它 可 用 妇 下 方 


式 表 示 ， 
= 一 二 十 /4 + 


但 是 ,车 我 得 到 六 = 一 y+ 六 ,其 中 y 是 我 们 想 要 求 其 值 的 量 ， 
此 时 我 作 启 样 的 直角 三 角形 NLM, 在 斜 边 上 划 出 NP 等 于 NL, 翻 
下 的 PM 即 是 所 求 的 根 y。 我 们 写作 


一 一 工 fi 
?一 一 到 十 a te 
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同样 地 ,车 我 得 到 
x 二 一 ax? 十 如 


此 时 PM 即 是 x?, 我 将 得 出 
z= /一 到 + yd 二 ie， 
其 余 情 形 类 推 。 


最 后 , 若 得 到 的 是 ?一 oz 一 中 ,我 如 前 作 NL 等 于 去 ,LM 等 于 
5 然后 ,我 不 去 联接 点 M 和 ,而 引 MOQR 平行 于 Ln 并 N 为 必 
画 过 工 的 圆 , 交 MQR 于 点 Q 和 有 ;那么 ,所 求 线段 :或 为 MQ, 或 为 
MR 因为 此 时 有 两 种 表达 方式 ， 
即 : 


5 一 32 十 有 一 如 
和 H 
2 一 了 一 A 一 区 
当 以 N 为 心 过 L 的 贺 跟 直线 MQR 既 不 Q 
相交 也 不 相 切 , 则 方程 无 根 ,此 时 我 们 可 以 说 L y 
这 个 问题 所 要 求 的 作 图 是 不 可 能 的 。 


还 有 许多 其 它 的 方法 可 用 来 求 出 上 述 同 样 的 根 , 我 已 给 出 的 
那些 非常 简单 的 方法 说 明 , 利 用 我 解释 过 的 那 四 种 图 形 的 作法 ,就 
可 能 对 通常 的 几何 中 的 所 有 问题 进行 作 图 。 我 相信 ,古代 数学 家 设 
有 注意 到 这 一 点 ,否则 他 们 不 会 花费 那么 多 的 劳动 去 写 那 么 多 的 
书 ; 正 是 这 些 书 中 的 那些 命题 告诉 我 们 ,他 们 并 没有 一 种 求解 所 有 
问题 的 可 奉 方 法 ,而 只 是 把 偶然 磁 到 的 命题 汇集 在 一 起 罢了 。 


帖 普 斯 的 例子 


帕 普 斯 (Pappus) 在 他 的 第 7 卷 书 的 开头 所 写 的 内 容 也 证 明了 
这 一 点 。 在 那里 ,他 先 用 相当 多 的 篇 帆 列 出 了 他 的 前 辈 撰写 的 大 量 
几何 著作 ;最 后 才 提 到 一 个 问题 ,他 说 那 即 非 欧 几 里 得 (Euclid) , 亦 
非 阿波 罗 尼 奥 斯 (Apollonius) 或 其 他 人 所 能 完全 解决 的 ;他 是 这 样 
写 的 : 


此 外 ,他 (阿波 罗 尼 与 斯 ) 说 与 三 线 或 四 线 相 关 的 辆 
迹 问 题 , 欧 几 里 得 并 未 完全 解决 ,他 本 人 和 其 他 任何 人 也 
没 能 够 完全 解决 。 他 们 根本 没有 利用 在 欧 儿 里 得 之 前 已 
论 还 过 的 圆锥 稚 线 ,来 为 哆 几 里 得 所 写 于 的 内 容 添加 任 
和 何 东 西 。 


在 稍 后 的 地 方 , 帕 普 斯 叙述 了 这 个 问题 


他 (阿波 罗 尼 奥 斯 ) 对 与 三 线 或 四 线 相关 的 执 这 问题 
引 以 为 谈 , 对 其 菌 帮 者 的 工作 则 不 是 一 词 .问题 的 性 插 
如 下 ;车 给 定 了 三 条 直线 的 位 置 ,并 县 从 菜 一 点 引出 的 三 
条 直线 笑 分 别 和 三 条 给 趾 直 线 相 交 成 给 定 的 角 ; 苇 所 引 
的 直线 段 中 的 两 条 所 围 成 的 矩形 与 另 一 条 的 平方 相 比 等 
于 给 定 的 比 , 则 具有 上 述 性 质 的 点 落 在 一 条 位 置 确定 的 
立体 轨迹 上 , 即 落 在 三 种 国 锥 截 线 的 一 种 上 。 

辐 样 ,着 所 引 直 线段 与 位 置 确定 的 四 条 直线 相交 成 
给 定 的 震 , 并 且 所 引 直 线段 中 两 条 所 作成 的 矩形 与 吨 丙 


条 作成 的 窍 形 相 比 等 于 给 定 的 比 ! 那 么 ,同样 地 ,点 海 落 
在 一 条 位 置 确定 的 圆锥 堆 线 上 ,业已 证 明 , 对 于 只 有 二 线 
的 情形 ,对 应 的 执 迹 是 一 种 平面 轨迹 。 当 给 定 的 直线 的 数 
目 超 过 四 条 时 ,至 今 并 不 知道 所 描绘 出 的 是 什么 轨迹 ( 即 
不 可 能 用 普通 的 方法 来 确定 ), 而 只 能 称 它 做 ' 线 '。 不 清 
楚 它 们 是 什么 东西 ,或 者 说 不 知 其 性 质 。 它 们 中 有 一 条 轨 
迹 已 被 考查 过 , 它 不 是 最 重要 的 而 是 最 容易 了 和解 的 ,这 项 
工作 已 被 证 明 是 有 辣 的 。 这 里 要 讨论 的 是 与 它们 有 关 的 
命题 。 

车 从 菜 一 点 所 引 的 直线 段 与 五 条 位 墨 确定 的 直线 相 
交 威 固定 的 角 , 并 且 岂 引 直线 段 中 的 三 条 所 作成 的 直角 
六 面体 与 另 两 条 跟 一 任意 给 定 线段 作成 的 直 简 六 面 所 相 
比 等 于 给 十 比 , 则 点 将 落 在 一 条 位 置 确定 的 “ 线 " 上 。 同 
样 ,车 有 六 条 直线, 所 引 直 线段 中 的 三 条 所 作成 的 立体 与 
易 三 条 作成 的 立体 的 比 为 给 定 的 比 , 则 :点 也 将 落 在 茶 条 
位 置 确定 的 “ 线 " 上 。 但 是 当 超过 六 过 直线 时 ,我 们 不 能 再 
说 白 四 条 直线 段 所 作成 的 某 物 与 其 余 直 线段 作成 的 某 物 
是 否 构 成 一 个 比 , 因 为 不 存在 超过 三 维 的 图 形 。 


这 里 ,我 请 你 顺便 注意 一 下 ,迫使 古代 作者 桂 几 何 中 使 用 算术 
术语 的 种 种 考虑 ,未 能 使 他 们 途 越 鸿沟 而 看 清 这 两 门 学 科 间 的 关 
系 , 因 而 在 他 们 试图 作 解 释 时 ,引起 了 众多 的 含 精 和 令 人 费解 的 说 
法 。 

由 普 斯 这 样 写 道 : 


对 于 这 一 点, 过 去 角 释 过 这 些 事情 (一 个 图 形 的 维 数 
不 能 超过 3) 的 人 的 意见 是 一 至 的 。 他 们 坚持 认为 ,由 这 
些 直 线段 所 图 成 的 图 形 ,无 论 如 何 都 是 无 法 理解 的 ， 然 
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而 ,一 般 地 使 用 这 种 类 型 的 比 来 描述 和 论证 却 是 允许 的 ， 
叙述 的 方式 如 下 : 若 从 任 一 点 引出 其 王 直 线段 ,与 位 置 歼 
证 的 一 些 直 线 相交 成 给 定 的 角 ; 若 存在 一 个 由 它们 组 合 
而 成 的 确定 的 比 ;这 个 比 是 指 所 引 直 线段 中 的 一 个 与 一 
个 的 比 ,第 二 个 与 茶 第 二 个 的 比 ,第 三 个 与 某 第 三 个 约 
比 .等 等 。 如 果 有 上 七 条 直线 ,就 会 出 现 跟 一 条 给 定 直 线段 
的 比 的 情形 , 妃 果 有 八条 直线 * 妈 出现 最 后 一 条 与 另外 最 
后 某 条 直线 履 的 比 ! 点 将 落 在 位 置 确定 的 钱 上 。 类 似 地 ， 
无 论 是 奇数 还 是 偶数 的 情形 ,正如 我 已 说 过 的 ,它们 在 位 
团 上 对 应 四 条 直线 1 解 以 说 ,他 信 没 有 提出 任何 方法 使 得 
可 以 得 出 一 条 线 。* 


这 个 问题 始 于 欧 几时 得 ,由 阿波 罗 尼 奥 斯 加 以 推进 ,但 没有 哪 
一 位 得 以 完全 解决 。 问 题 是 这 样 的 : 

有 三 条 ,四 条 或 更 多 条 位 置 给 定 的 直线 ,首先 要 求 找 出 一 个 
点 ,从 它 可 引出 另外 同样 多 条 直线 段 ,每 一 条 与 给 定 直线 中 的 某 条 
相交 成 给 定 的 角 ,使 得 由 所 引 直 线段 中 的 两 条 作成 的 拭 形 ,与 第 三 
条 直线 段 ( 若 仅 有 三 条 的 话 ) 形 成 给 定 的 比 :或 与 另 两 条 直线 段 ( 车 
有 伺 条 的 话 ) 所 作成 的 矩形 形成 给 定 的 比 ; 或 者 ,由 三 条 直线 妖 所 
作成 的 平行 六 面体 与 另 两 条 跟 任 一 给 定 直线 段 ( 若 有 五 条 的 话 ? 所 
作成 的 平行 六 面体 形成 给 定 的 比 , 或 与 另 三 条 直线 段 ( 若 有 六 条 的 
话 ? 所 作成 的 平行 六 面体 ;或 者 (车 用 七 条 的 话 ) 其 中 四 条 相 乘 所 得 
的 积 与 男 三 条 的 积 形 成 给 定 的 比 ,或 (车 有 八条 的 话 ) 其 中 四 条 的 
积 与 男 外 四 条 的 积 形成 给 定 的 比 ,于 是 ,问题 可 以 推广 到 有 任意 多 
条 直线 的 情形 。 

因为 普 有 无 穷 多 个 不 同 的 点 满足 这 些 要 求 ,所 以 需要 发 现 和 


， 管 卡 几 所 引 帕 背 斯 的 这 自 话 合 义 不 清 。 我 们 只 能 礁 上 下 文 来 球 解 它 。 一 一 译 者 
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描绘 出 含有 所 有 这 些 点 的 曲线 。 帕 普 斯 说 , 当 仅 给 定 三 或 四 条 直线 
时 ,该 曲线 是 三 种 圆锥 截 线 中 的 一 种 ;但 是 当 问 题 涉 及 更 多 条 直线 
时 ,他 并 未 着 手 去 确定 ,描述 或 解释 所 求 的 线 的 人 性质， 他 只 是 进而 
说 ,古代 人 了 解 它们 之 中 的 一 种 , 亿 们 曾 说 明 它 是 有 用 的 ,似乎 是 
最 简单 的 ,可 是 并 不 是 最 重要 的 。 这 一 说 法 促使 我 来 作 一 香 尝 试 
看 能 否 用 我 自己 的 方法 达到 他 们 曾 达 到 过 的 境界 。 


解 柏 普 斯 问题 


首先 ,我 发 现 如 果 问 题 只 考虑 三 、 四 或 五 条 直线 ,那么 为 了 找 
出所 求 的 点 ,利用 初等 几何 就 够 了 , 即 只 需要 使 用 直 尺 和 圆规 ,并 
应 用 我 已 解释 过 的 那些 原理 :当然 五 条 线 皆 平行 的 情形 除外 .对 于 
这 个 例外 ,以 及 对 于 给 定 了 六 ,七 . 八 或 九条 直线 的 情形 ,总 可 以 利 
用 有 关 立 体 轨 迹 的 几何 来 找 出 所 求 的 点 ,这 是 指 利用 三 种 圆锥 截 
线 中 的 基 一 种 ;同样 ,此 时 也 有 例外 , 即 九 条 直线 电 平 行 的 情形 ,对 
此 例外 及 给 定 十 ,十 一 ,十 二 或 十 三 条 直线 的 情形 ,六 敬 次 数 仅 比 
圆锥 截 线 高 的 曲线 便 可 找 出 所 求 的 点 当然 ,十 三 条 线 皆 平行 的 情 
形 必 须 除外 .对 于 它 以 及 十 四 、 十 五 .十 六 和 十 七 条 直线 的 情形 , 必 
须 利用 次 数 比 列 提 到 的 沿线 高 一 次 的 曲线 ; 余 者 可 依 此 无 限 类 推 。 

其 次 ,我 发 现 当 给 定 的 直线 只 有 三 条 或 四 条 时 ,所 求 的 点 不 仅 
会 出 现 全 体 都 落 在 一 条 圆锥 截 线 上 的 情形 ,而 峡 有 时 会 落 在 一 个 
辆 的 圆周 上 ,甚或 落 在 一 条 直线 上 。 

当 有 五 .六 ,七 或 八条 直线 时 ,所 求 的 点 落 在 次 数 仅 比 回 难 堆 
线 高 一 次 的 曲线 上 ,我 们 能 够 想象 这 种 满足 问题 条 件 的 曲线 ; 当 
热 ,所 求 的 点 也 可 能 落 在 一 条 辆 能 截 线 上 、 一 个 加 上 或 一 条 直线 

上 。 如 果 有 九 . 干 ,十 一 或 寸 二 条 直线 ,所 求 曲线 又 比 前 述 曲 线 高 一 
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次 , 正 是 这 种 曲线 可 能 符合 要 求 。 余 者 可 依 此 无 限 类 推 。 

最 后 , 紧 接 在 圆锥 截 线 之 后 的 最 菌 单 的 曲线 基 由 双 曲 线 和 直 
线 以 下 面 将 描述 的 方式 相交 而 生成 的 。 

我 相信 ,通过 上 述 办 法 ,我 已 完全 实现 了 帕 普 斯 告诉 我 们 的 、 
古代 人 所 追求 的 目标 ,我 将 试图 用 几 句 话 加 以 论证 ,耗费 过 多 的 笔 
墨 已 使 我 厌烦 了 。 

令 AB,AD,EF,GH,….… 是 任意 多 条 位 置 确定 的 直线 , 求 点 
C, 使 得 由 它 引 出 的 直线 段 CB, CD ,CF,CH,…… 与 给 定 直线 分 别 
成 给 定 的 角 CBA,CDA ,CEFEE,CHG…'… ,并 且 , 它 们 中 的 某 几 条 的 
乘积 等 于 其 祭 几 条 的 乘积 ,或 至 少 使 这 两 个 乘积 形成 一 给 定 的 比 ， 
这 后 一 个 条 件 并 不 增加 问题 的 难度 。 


我 们 应 如 何 哆 择 适 当 的 
项 以 得 出 该 问题 的 方程 


首先 ,我 假设 事情 已 经 做 完 ! 但 因 直 线 太 多 会 引起 混乱 ,我 可 
以 先 把 事情 简化 , 即 考虑 给 定 直线 中 的 一 条 和 所 引 直 线段 中 的 一 
条 (例如 AB 和 BC) 作为 主线 ,对 其 余 各 线 我 将 参考 它们 去 做 。 称 二 
线 AB 在 A 和 了 B 之 间 的 线段 为 z, 称 BC 为 y 倘若 给 定 的 直线 都 不 
跟 主 线 平行 , 则 将 它们 延长 以 与 两 条 主线 (如 需要 也 应 延长 ) 相 交 。 
于 是 ,从 图 上 可 见 ,给 定 的 直线 眼 AB 交 于 点 A,E.G, 跟 BC 交 于 点 
R.S.T, 

因 三 角形 ARB 的 所 有 角 都 是 已 知 的 , 玖 边 AB 和 BR 的 比 也 
可 知 。 老 我 们 令 AB: BR 二 s+5, 因 AB=z ,我 人 有 RB= 所 ;又 


因 悍 位 于 C 和 之 癌 ,我 们 有 CR 一 ! 十 笠 ,《 当 尺 位 于 C 和 BB 之 
间 时 ，CR 等 于 ? 一 既 ; 当 C 位 于 了 和 只 之 问 时 ，CR 等 于 一 ! 十 
下 )。 义 ,三 角形 DRC 的 三 个 角 是 已 知 的 ,因此 可 以 确定 边 CR 和 
CD 的 出 , 记 这 个 化 为 z+ e, 因 CR 一 y 十 符 , 我 人 有 CD 一 蛙 十 


笃 , 那 么 ,由 于 让 线 AB,AD 和 EF 的 位 置 是 确定 的 , 故 从 入 到 E 的 
肥 离 已 知 。 车 我 们 称 这 段 距离 为 ,那么 EB 一 上 十 z ;虽然 当 B 位 于 
E 和 A 之 间 时 EB 一 + 一 z ,万 当 E 位 于 A 和 和 B 之 间 时 EB 一 一 * 十 
= 。 现 在 ,三 角形 ESB 的 各 和 已 知 ,BE 和 BS 的 比 也 可 短 , 我 们 称 这 
个 此 为 :1d 。 于 是 BS= 要 二 所 ,cs 一 于 十 怪 十 占 ， 当 S 位 于 
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也 和 (之 问 时 ,我 们 有 CS 柑 一 此 一 些 , 而 当 C 位 予 B 和 S 之 间 
时 ,我 们 有 CS 一 盖 型 十 时 十 绎 .二 角形 PSC 的 各 角 已 知 , 因此 ， 


Cs 对 CF 的 比 也 可 知 , 记 作 =:。， 于 是 ,CEF= 到 士 只 十 s。 同 
样 地 .AS 或 1 为 已 知 ,BG= /一 z。 在 三 角形 BGT 中 ,BG 对 三 的 
比 , 或 者 说 = : 了 为 已 知 。 因此 ,BT 一 萎 二 在 , CT~ 至 士 长 一 下。 
在 三 角形 TCH 中 ,TC 对 CH 的 比 .或 者 说 z19 也 可 知 , 故 CH= 
822 十 理 二 jz 


于 是 , 你们 看 到 ,无论 绘 定 多 少 条 位 置 确定 的 直线 ,过 点 @ 与 
这 些 直 线 相交 成 给 定 角 的 任何 直线 段 的 长 度 , 总 可 以 用 三 个 项 来 
表示 ,其 一 由 某 个 已 知 量 乘 或 除 未 知 量 y 所 组 成 ; 另 一 项 由 另外 某 
个 已 知 量 乘 或 除 有 知 量 > 所 组 成 ;第 三 项 由 已 知 量 组 成 .我 们 必须 
广 意 例 外 , 即 ,给 定 的 直线 跟 AB 平行 (此 时 含 * 的 项 消失 ) ,或 跟 
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CB 平行 (此 时 含 y 的 项 消失 ) 的 情形 。 这 种 例外 情形 十 分 简单 ,元 
须 进一步 解释 ,在 每 一 种 可 以 想象 到 的 组 合 中 ,这 些 项 的 符 导 或 是 
十 或 是 一 。 

你 还 能 看 出 ,在 由 那些 线 发 中 的 几 条 作出 的 乘积 中 , 任 一 含 * 
或 的 项 的 次 数 不 会 比 被 求 积 的 线段 (由 = 各?# 表示 ) 的 数 日 大 ,所 
以 .车 两 条 线段 相 莱 ,没有 … 项 的 次 数 会 高 认 2; 若 有 三 条 线段 ,其 
次 数 不 会 高 于 3, 依 此 类 推 ,无 一 例外 。 


当 给 定 的 直线 不 超过 五 条 时 ， 
我 们 如 何 知道 相应 的 问题 是 平面 问题 


进而 ,为 确定 点 C, 只 需 一 个 条 件 , 即 某 些 线段 的 积 与 其 它 某 
些 线 段 的 积 ,或 者 相等 或 者 (也 是 相当 简单 的 ) 它 们 的 比 为 一 给 定 
的 信 。 由 于 这 个 条 件 可 以 用 含有 两 个 未 知 量 的 一 个 方程 表示 ,所 以 
我 们 可 以 随意 给 * 或 指定 一 个 值 ,再 由 这 个 方程 求 出 另 一 个 前 
值 。 显 然 , 当 给 定 的 直线 不 多 于 五 条 时 , 量 z 一 一 它 不 用 来 表示 这 
些 直线 中 的 第 一 条 一 一 的 次 数 绝 不 会 高 于 2。 

给 y 指定 一 个 值 , 我 们 得 2 一 士 wx 士 如 ,因此 = 可 以 借助 直 尺 
和 圆规 ,按照 已 经 解释 过 的 方法 作出 。 那 么 , 当 我 们 接连 取 无 穷 多 
个 不 辣 的 线段 &y 的 值 .我 们 将 得 到 无 穷 多 个 线段 :的 值 ,因此 就 有 
了 无 穷 多 个 不 同 的 点 C, 所 求 曲 线 便 可 依 此 画 出 。 

这 个 方法 也 适用 于 涉及 六 条 或 更 多 直线 的 问题 ,如 果 其 中 某 
些 直 线 跟 AB 或 BC 中 的 任 一 条 平行 的 话 ;此 时 ,或 者 z, 或 者 y 的 
次 数 在 方程 中 只 是 2, 所 以 点 C 可 用 直 尺 和 圆规 作出 。 

另 一 方面 , 若 给 定 的 直线 都 平行 ,即使 问题 仅 涉及 五 条 直线 ， 
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点 C 也 不 可 能 用 这 种 办 法 求 得 .因为 ,由 于 基 ? 根 本 不 在 方程 中 出 
现 ,所 以 不 再 允许 给 ? 指定 已 知 的 值 , 而 必须 去 求 出 y 的 值 。 又 因 
为 此 时 z 的 项 是 三 次 的 ,其 值 只 需求 解 一 个 三 次 方程 的 根 便 可 得 
到 ,三 次 方程 的 根 一 般 不 用 某 种 圆锥 截 线 是 不 能 求 得 的 。 

进而 , 若 给 定 的 直线 不 超过 九条 ,它们 不 是 第 此 平行 的 ,那么 
方程 总 能 写成 次 数 不 高 于 4 的 形式 。 这 样 的 方程 也 总 能 够 利用 
锥 截 线 ,并 按照 我 将 要 解释 的 方法 去 求解 。 

车 直线 的 数目 不 超过 13, 则 可 利用 次 数 不 超过 6 的 方程 , 它 
的 求解 可 依 萤 只 比 圆锥 截 线 的 次 数 高 一 次 的 曲线 ,并 按照 将 要 解 
释 的 方法 大 做 。 

至 此 ,我 已 完成 了 必须 论证 的 第 … 部 分 内 容 , 但 在 进入 第 二 部 
分 之 前 .还 必须 - 般 性 地 阐述 一 下 曲线 的 性 质 。 


哪些 曲线 可 被 纳入 几何 学 


古代 人 熟悉 以 下 事实 ,几何 辣 题 可 分 成 三 类 , 即 平面 的 .立体 
的 和 线 的 间 题 。 这 相当 于 说 , 某 些 问题 的 作 图 只 需要 用 到 加 和 直 
线 , 另 一 些 需 要 圆锥 截 线 , 再 有 一 些 需要 更 复杂 的 曲线 然而 , 令 我 
感到 吃惊 的 是 他 们 没有 再 继续 向 前 ,没有 按 不 同 的 次 数 去 区 分 那 
些 更 复杂 的 曲线 ;我 也 实在 不 能 理解 他 们 为 什么 把 最 后 一 类 曲线 
称 作 机 械 的 而 不 称 作用 何 的 .如 果 我 们 说 ,他 们 是 因为 必须 用 某 种 
工具 才能 描绘 出 这 种 曲线 而 称 其 为 机 械 的 ,那么 为 了 协调 一 致 ,我 
们 也 必须 拒绝 融和 直线 了 ,因为 它们 非 用 轿 规 和 直 尽 才 能 在 纸 上 
画 贞 来 ,市 圆规、 直 尺 也 可 以 称 作 是 工具 。 我 们 也 不 能 说 因为 其 它 
工具 比 直 尺 和 圆规 复杂 故而 不 精密 ; 若 这 样 认 为 ,它们 就 该 被 排除 
出 机 械 学 领域 , 作 图 的 精密 性 在 那里 其 至 比 在 几何 中 更 重要 。 在 几 
何 中 ,我 们 只 追求 推理 的 准确 性 ,讨论 这 种 曲线 就 象 讨论 更 简单 的 
曲线 一 样 , 都 肯定 是 绝对 严格 的 ,我 也 不 能 相信 是 因为 他 们 不 愿意 
超越 那 两 个 公设 , 即 : (1) 两 点 闻 可 作 一 直线 , (2) 绕 给 定 的 中 心 可 
作 一 加 过 一 给 定 的 点 ,他们 在 讨论 辕 能 截 线 时 ,就 毫 不 犹 移 地 引进 
了 这 样 的 假设 ; 任 一 给 定 的 圆锥 可 用 给 定 的 平面 去 截 。 现 在 ,为 了 
讨论 本 书 引进 的 所 有 曲线 ,我 想 只 须 引 入 - -条 必要 的 假设 , 即 两 条 
或 两 条 以 上 的 线 可 以 一 条 和 随 一 条 地 移动 ,并 由 它们 的 交点 确定 出 


茧 它 曲 线 。 这 在 我 看 来 决 不 会 更 困难 。 
真 的 ,圆锥 截 线 被 接纳 洪 古 代 的 几何 , 恺 怕 绝 非 萄 事 : 我 也 不 
关心 去 改变 由 习惯 所 认定 的 事物 的 名 称 , 无 论 如 何 , 我 非常 请 楚 地 
知道 , 若 我 们 一 般 地 假定 几何 是 精密 和 准确 的 ,那么 机 械 学 则 不 
然 ; 车 我 们 钢 几 何 为 科学 : 它 提供 关于 所 有 物体 的 一 般 的 度量 知 
识 ;那么 ,我 们 没有 权 方 只 保留 简单 的 曲线 条 排除 复杂 的 曲线 , 悄 
苦 它们 能 被 想象 成 由 ~ 个 或 几 个 连续 的 运动 所 描绘 ,后 者 中 的 每 
-~ 个 运动 完全 由 其 前 面 的 送 动 所 决定 -一 通过 这 种 途径 ,总 可 以 
得 到 涉及 每 … 个 送 动 的 量 的 精确 知识 。 
也 许 , 古 代 儿 何 学 拒绝 接受 比 辐 锥 截 线 更 复杂 的 曲线 的 真正 
理由 在 于 ,首先 引起 他 们 注意 的 第 一 批 这 类 曲线 碰巧 是 螺 线 、 割 加 
曲线 以 及 类 似 的 卓 线 ,它们 确实 只 归 篇 于 机 械 学 ,而 不 扁 于 我 在 这 
里 考虑 的 曲线 之 列 ,因为 它们 必须 被 想象 成 由 两 种 互相 独立 的 运 
来 

它 


动 碾 描绘 ,而且 这 两 种 运动 的 关系 无 法 精确 地 确定 .尽管 他 们 后 
考查 过 姑 线 . 营 叶 线 和 其 它 几 种 应 该 能 被 接受 欧 曲 线 ; 但 由 于 对 
们 的 性 质 知之 不 多 ,他 们 并 没有 比 之 其 它 曲线 给 予 更 多 的 思考 , 另 
一 方面 .他 们 可 能 对 圆锥 截 线 所 知 不 多 ,也 不 了 解 直 尺 和 圆规 的 许 
多 可 能 的 从 时 .因此 还 不 到 去 做 更 出 难 的 事情 。 我 希望 从 今 以 后 ， 
风能 巧妙 地 使 用 这 里 提 到 的 几何 方法 的 人 ,不 会 在 应 用 它们 解决 
平面 或 立体 问题 时 过 到 大 的 困难 .因此 ,我 认为 担 出 这 -- 内 容 更 如 
广 证 的 研究 方向 是 适宜 的 , 它 将 为 实践 活动 提供 充分 的 机 会 。 
考虑 直线 AB,AD.AF 等 等 .我 们 假设 它们 可 由 工具 YZ 出 
。 该 工具 出 几 把 直 尺 按 下 述 方式 绞 接 在 -起 组 会 而 成 ; 沿 直 
AN AN 放置 YZ, 角 XYZ 的 大 小 可 增 可 减 , 当 它 的 边 集 据 后 ,点 BC， 
D,E.F,G,H 余 路 A 重合 :而 当 角 的 尺寸 增加 时 . 跟 XY 在 点 了 固 
定 成 点 角 的 直 尺 BC ,将 直 尺 CD 向 Z 推进 ,CD 沿 YZ 滑动 时 始终 


世 
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与 它 保持 成 点 角 ， 类 伏地 ,CD 推动 PE. 后 者 沿 XY 滑动 时 始 纵 与 
BC 平行 ;DE 推动 EF,EF 推动 FG;F6G 推动 GH, 等 等 。 于 是 .我 们 
可 以 想象 有 无 穷 多 把 尺子 ，- 个 推动 另 - -个 ,其 中 有 - 半 女 XY 保 
持 相等 的 角度 ,其余 的 眼 YZ 保持 等 角 。 

当 角 XYZ 增加 时 ,点 了 描绘 出 明 线 AB, 它 是 圆 ;其 它 直 尽 的 
交点 ,节点 D,F,H 描绘 出 另外 的 曲线 AD,AF,AH, 其 中 后 两 条 比 
第 条 复杂 ,第 : 茶 比 较 复 杂 。 无 论 如 何 ,我 没有 理 内 说明 为 什么 
不 能 象 想 象 图 的 描绘 那 伴 , 清 晰 明了 地 想象 于 第 一 条 曲线 ,或 者 ， 
至 少 它 能 象 圆锥 载 线 一 样 明白 无 误 : 同 样 ,为 什么 这 样 描绘 出 的 第 
二 条 、 第 三 条 ,以 至 其 它 任何 一 条 曲线 不 能 如 想象 第 -条 那样 清楚 
妮 ; 国 此 ,我 没有 理由 在 解 几何 问题 时 不 ~ 视 同仁 地 使 用 它们 。 
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区 分 所 有 曲线 的 类 别 , 以 及 掌握 
它们 与 直线 上 点 的 关系 的 方法 


我 可 以 在 这 里 给 出 其 它 几 种 描绘 和 想象 一 系列 曲线 的 方法 ， 


实 是 将 所 有 这 些 由 


其 中 每 -条 曲线 都 比 它 前 面 的 任 一 条 复杂 ,但 是 我 想 , 认 清 如 下 事 


线 妇 并 在 一 起 并 依次 分 类 的 最 好 办 法 ;这 些 曲 


线 一 一 我 们 可 以 称 之 为 “几何 的 ”, 即 它们 可 以 精确 地 度量 一 一 上 


的 所 有 的 点 ,必定 


眼 直 线 上 的 所 有 的 点 具有 一 种 确定 的 关系 ,而 且 


这 种 关系 必须 用 单个 的 方程 来 表示 。 若 这 个 方程 不 包含 次 数 高 于 
两 个 未 知 量 所 成 的 矩形 或 “个 未 知 量 的 平方 的 项 , 则 曲线 属于 第 
一 闫 , 即 最 简单 的 类 , 它 只 包括 圆 、 抛 物 线 、 双 曲线 和 椭圆 ; 当 该 方 
程 包含 一 项 或 多 项 两 个 未 知 量 中 的 一 个 或 两 个 的 三 次 或 四 次 的 


项 ,( 国 方 程 需 要 两 个 未 知 量 来 表示 两 点 癌 的 关系 ), 则 曲线 属于 第 
二 类 ; 当 方程 包含 未 知 量 中 的 一 个 或 两 个 的 五 次 或 六 次 的 项 , 则 曲 


线 属 于 第 三 类 , 依 此 类 推 。 


设 EC 是 由 直 尺 GL 和 平面 直线 图 形 CNKL 的 交点 所 描绘 出 
的 曲线 ;直线 图 形 的 边 KN 可 朝 C 的 方向 任意 延长 ,图 形 本 身 以 如 
下 方式 在 同一 平面 内 移动 ;其 边 KL 永远 跟 直 线 BA( 朝 两 个 方向 
延长 ) 的 某 个 部 分 相 重 ,并 使 直 尺 GL 产生 绕 G 的 转动 (该 直 尺 与 
图 形 CNKL 在 工 处 镑 接 ) 。 当 我 想 弄 清楚 这 条 由 线 属 于 哪 一 类 时 ， 
我 要 选 定 一 条 直线 ,比如 AB, 作 为 曲线 上 所 有 点 的 一 个 参照 攀 ; 并 


在 AB 上 选 定 二 个 


定 这 个 选 定 那个 ”， 


点 A, 由 此 出 发 开始 研究 。 我 在 这 里 可 以 说 “ 选 


因为 我 们 有 随意 选择 的 自由 ; 若 为 了 使 所 得 到 


的 方程 忌 可 能 地 短小 和 简单 ,我 们 在 作 选 择 时 必须 小 心 从 事 , 但 不 


25 


论 我 选 那 条 线 来 
县 证 明 并 不 困难 。 


代替 AB, 可 


线 上 任 取 


的 工具 经 过 这 个 点 。 我 过 C 


未 知 的 和 不 奖 定 的 量 , 我 称 


画 直 线 CB 了 


行 于 GA。 


[以 证 明 所 得 曲线 永远 属于 同一 类 ,而 


点 ,比如 C, 我 们 假设 用 以 描绘 曲线 


CB 积 BA 是 


其 中 之 一 为 y , 另 一 个 为 x。 为 了 得 到 


这 些 蚌 之 间 的 关系 ,我 还 必须 考虑 用 以 决定 该 曲线 作 图 的 一 些 已 
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知 量 ,比如 GA, 我 称 之 为 "5KL, 我 称 之 为 5 平行 子 GA 的 NL- 我 
称 之 为 。 于 是 ,我 说 NL 比 LK( 妈 6 比 b 等 于 CBC 即 y ) 比 BK. 岩 
此 到 等 二 二/ ,前 BL 等 于 了 一 2 AL 等 于 x 十 也 y 一 bs。 进而 ， 
CB 比 LB( 即 y 比 之 y 2) 等 二 AG( 或 9) 比 LA( 或 ?十 二 及。 
用 第 三 项 顾 第 项 ,我 们 得 包 y 一 9, 它 等 于 zy 十 也 六 一 姬 ,后 者 
由 最 后 一 项 滋 第 一 项 而 竺 。 所 以 ,所 求 方程 为 

= Py+ay— ac, 


根据 这 个 方程 ,我 们 知 曲线 EC 属于 第 一 类 ,事实 上 它 是 双 曲 线 。 

若 将 上 述 措 绘 狂 线 的 工具 中 的 直线 图 形 CNK 用 位 于 平面 
CNKL 的 双 曲 线 或 其 它 第 一 类 曲线 替代 , 则 该 曲线 与 直 尺 GL 的 交 
点 措 给 出 的 将 不 是 双 曲 线 EC ,而 是 另 一 种 属于 第 二 类 的 曲线 。 
于 是 ,车 CNK 是 中 心 在 LL 的 圆 , 我 们 将 描绘 出 古人 可 知 的 第 
一 条 填 线 ;车 利用 以 KB 为 轴 的 抛物 线 ,我 们 将 描绘 出 我 已 提 到 过 
的 最 主要 的 也 是 最 简单 的 曲线 ,它们 属于 帕 普 斯 间 题 所 求 的 解 , 即 
当 给 定 五 条 位 置 确定 的 直线 时 的 解 。 

车 利用 一 条 位 子平 面 CNKE 上 的 第 二 类 曲线 来 代替 上 述 第 一 
类 曲线 ,我 们 将 描绘 出 一 条 第 三 类 遇 线 :而 要 是 利用 一 条 第 三 类 井 
线 , 则 将 得 到 一 条 第 四 类 曲线 , 依 此 类 推 ,直至 无 穷 .上 述 论 思 不 难 
通过 具体 计算 加 以 证 明 。 

无 论 如 何 ,我 们 可 以 想象 已 经 描绘 出 一 条 曲线 , 它 是 我 称 之 为 
乓 何 昌 线 中 的 一 条 ;用 这 种 方法 ,我 们 总 能 找到 足以 决定 曲线 上 所 
有 点 的 一 个 方程 .现在 ,我 要 把 其 方程 为 四 次 的 曲线 跟 其 方程 为 二 
次 的 临 线 归 在 同一 类 中 * 把 其 方程 为 六 次 的 跟 其 方程 为 五 次 的 曲 
线 归 在 一 类 , 余 者 类 推 。 这 种 分 类 基于 以 下 事实 :存在 一 种 一 般 的 
法 则 ,可 将 任 一 个 四 次 方程 化 为 三 次 的 , 任 -- 六 次 方程 化 为 五 次 方 
程 ,所 以 ,无需 对 每 一 情形 中 的 前 者 作 比 后 者 更 烦 复 的 考 磁 。 
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然而 ,应 该 注意 到 ,对 任何 ~ 类 曲 绥 , 昌 然 它们 中 有 许多 县 有 
癌 等 的 复杂 性 , 故 可 用 来 确定 问 举 的 点 ,解决 间 样 的 问题 ,可 是 也 
存在 某 些 更 简单 的 些 线 ,它们 的 使 用 范围 也 更 有 限 . 在 第 ”类 曲线 
中 ,除了 具有 同等 复杂 性 的 椭 间 . 双 曲 线 和 抛物 线 ,还 有 赔 一 一 它 
显然 是 较为 简单 的 曲线 ;在 第 二 类 曲线 中 ,我 们 有 普通 的 蚌 线 , 它 
是 由 圈 和 另外 一 些 苗 线 描 绘 的 , 它 尽 管 比 第 二 类 中 的 许多 曲线 简 
单 ,但 并 不 能 归 人 第 一 类 。 


对 上 篇 提 到 的 帖 波 斯 问题 的 解释 


在 对 一 般 的 曲线 分 类 之 后 ,我 很 容易 来 论证 我 所 给 出 的 帕 普 
斯 问题 的 解 。 因 为 ,首先 我 已 证 明 当 仅 有 三 条 或 四 条 直线 时 ,用 于 
确定 所 求 点 的 方程 是 二 次 的 ,由 此 可 知 ,包含 这 些 点 的 曲线 必 必 于 
第 一 类 ,其 理由 是 这 样 的 方程 表示 第 一 类 曲线 上 的 所 有 点 和 一 条 
辐 定 直线 上 的 所 有 点 之 闻 的 关系 。 当 给 定 直 线 不 超过 八条 时 ,方程 
至 多 是 四 次 的 ,因此 上 所 得 曲线 属于 第 二 类 或 第 一 类 , 当 给 定 直线 不 
超过 十 二 条 时 ,方程 是 六 次 或 更 低 次 的 ,因此 所 求 曲线 属于 第 三 类 
或 更 低 的 类 。 其 它 情形 可 忧 此 类 推 。 

另 一 方面 ,就 每 一 条 给 定 直 线 而 言 , 它 可 以 占据 任 一 处 可 能 想 
象 得 到 的 位 置 ,又 因为 一 条 直线 位 置 的 改变 会 相应 地 改变 那些 已 
知 量 的 值 及 方程 中 的 符号 十 与 一 ,所 以 很 清楚 ,没有 一 条 第 一 类 曲 
线 不 是 四 线 问 题 的 解 ,没有 -条 第 二 类 曲线 不 是 八 线 问 题 的 解 , 没 
有 一 条 第 二 类 曲线 不 是 二 二线 辣 题 的 解 , 等 等 。 由 此 可 知 ,风能 得 
到 其 方程 的 所 有 几何 曲线 ,无 -不 能 作为 眼 若 干 条 直线 相 联系 的 
问题 的 解 。 
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仅 有 三 线 或 四 线 时 该 问题 的 解 


现在 需要 针对 只 有 三 条 或 四 条 给 定 直线 的 情形 作 更 具体 的 讨 
论 , 对 每 个 特殊 问题 给 出 用 于 寻找 所 求 曲 线 的 方法 。 这 一 研究 将 表 
明 , 第 一 类 曲线 仅 包含 圆 和 三 种 圆锥 截 线 。 

再 次 考虑 如 前 给 定 的 四 条 直线 AB,AD,EF 和 GH' 求 点 C 描 
出 的 轨迹 ,使 得 当 过 点 C 的 四 条 线段 CB,CD,CF 和 CH 与 给 定 直 
线 成 给 定 角 时 ,CB 和 CF 的 可 等 了 CD 和 CH 的 积 , 这 塌 当 于 说 :车 


CB = y. 
十 可 袍 
一 


CD 一 


CF 二 十 We 十 der 
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+ fri”— 
及 cH = 经 和 fg 
于 是 ,方程 为 
2 = (of9l2 一 deb)y 一 《gez 十 ofg2 一 bega)ry + befyiz 一 befor’ 
了 ez3 一 (922 


此 处 假定 刀 大 于 ;否则 所 有 的 符号 十 和 一 都 必须 掉 换 。 在 这 个 
方程 中 , 若 y 为 零 或 比 虚 无 还 小 ”, 并 假定 点 C 落 在 角 DAG 的 内 
部 ,那么 为 导出 这 一 结论 ,必须 假定 C 落 在 角 DAE、EAR 或 RAG 
中 的 某 一 个 之 内 , 且 村 将 符 叶 改变 。 若 对 这 四 种 位 置 中 的 每 一 个 ， 
> 都 等 于 零 , 则 问题 在 所 指明 的 情形 下 尤 解 。 

让 我 们 假定 解 可 以 得 到 ;为 了 简化 推导 ,让 我 们 以 2m 红 痊 
cflgz— dala? 以 加 代替 各 二 cfr 一 eg 二 是, 我 们 有 


eeegrt 223 一 cg22 


ice 一 efor ， 
es 


¥ sy y+ 
其 根 为 


2 2mnr ner? befgiz —befgr? 
J 


本 2 befal befy p 
还 是 为 了 简洁 ,这 一 2 十 5 了 和 为 0, 友 一 到 < 等 于 大 ,对 于 


这 些 已 给 定 的 量 , 我 们 可 随意 按 某 一 种 记号 来 表示 它们 。 于 是 ,我 


们 有 
多 一 末 一 这 z+ fm 十 各 十 也 o 


这 就 给 出 了 线段 BC 的 长 广 , 剩 下 AB 或 * 是 尚未 确定 的 。 因 
为 现在 的 问题 仅 涉及 三 条 或 四 条 直线 ,显然 ,我 们 总 可 得 到 这 样 的 


*， 管 卡 儿 在 此 处 的 用 词 是 “moindre que Ticn”- 意 为 * 比 虚无 还 小 ”", 邵 现 民 术语 * 负 
的 "意思 。 一 一 至 者 
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- 些 项 .尽管 其 中 某 些 可 能 变 成 党 或 首 符 生 可 能 完全 灾 了 了。 


接着 ,我 作 KI 平行 且 等 于 BA, 在 BC 上 截取 一 以 BK 等 于 
( 因 BC 的 表示 式 会 十 m ;车 它 是 一 mm ,我 将 在 AB 的 另 一 边 作 下 
而 当 澡 是 零 时 ,我 就 根本 不 去 画 出 玖 )。 我 再 作 二 ,使得 开 :KL 一 
za ; 即 ,使 得 当红 等 于 z 时 ,KL 等 于 二 z。 用 同样 的 方法 ,我 可 


以 知道 KL 对 二 的 比 , 称 为 +a, 所 以 ,车 KL 等 于 二 >, 则 于 等 于 


所 :因为 该 方程 含有 一 二 *, 我 可 在 L 和 < 之 问 取 点 K ;车 方程 所 


合 为 十 三 r, 我 就 应 该 在 K 和 < 之 间 取 L; 而 当 zx 等 于 零 时 ,我 


就 不 画 了 了。 
做 完 上 述 工作 ,我 就 得 到 表达 式 
LC 一 


/一 一 一 一 
fm + or + Ze:, 
y 现 


据 此 可 而 出 EC。 很 清楚 .车 北 式 为 零 , 点 C 将 落 在 直线 工 上 ; 昔 它 
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是 个 完全 平方 . 即 当 ze 和 二 两 者 皆 为 一 而 of 等 于 dpm. 或 者 志 
和 ox( 或 吕 积 台 s*) 皆 为 零 . 则 点 C 落 在 男 -直线 上 ,该 直线 的 位 置 
象 了 ~- 祥 容易 确定 。 

者 无 这 些 例外 情形 发 生 , 点 C 总 是 或 者 落 在 三 种 全 从 截 线 的 
一 种 之 上 ,或 是 落 在 某 个 加 上 ,该 加 的 直径 在 直线 也 上 :并 有 直线 
段 LC 齐名 地 附 在 这 条 直径 上 ”, 另 一 方面 ,直线 著 LC 与 一 条 直径 
平行 ,而 开 齐 整地 附 在 它 上 面 。 

特别 地 , 若 妈 呈 这 项 为 零 , 圆 锥 截 线 应 是 地 物 线 ; 若 它 前 曾 是 
加 号 , 则 得 双 的 线 ;最 后 , 若 它 前 面 是 减 号 , 则 得 一 个 椭圆 。 当 qxm 
等 于 ps: 面 角 ILC 是 直角 时 出 现 例外 情形 ,此 时 我 们 得 到 一 个 圆 而 
非 补 贺 。 


， 施文 称 LC*appliyuee par order a ce diametre”, 英 译本 注 说 这 表示 LC 是 “A ordina- 
te," 意 即 纵 奈 。- ~ 译 者 
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当 圆 锥 截 线 是 抛物 线 时 ,其 正 焦 纺 "等 于 ,其 直径 总 是 落 


在 直线 开 上。 为 了 找 出 它 的 顶点 N, 作 IN 等 于 坚 ， 使 得 m 为 正 
并 且 o7 亦 为 正 时 ,点 1 落 在 L 和 N 之 问 ;而 当 如 为 正 并 且 or 为 负 
时 ,LL 落 在 1 和 NN 之 间 ; 而 当 ww 为 负 并 且 ox 为 正 时 ,N 落 在 I 和 上 
之 闻 。 可 是 , 当 各 个 项 象 上 面 那样 安排 时 ,m 不 可 能 为 负 , 最 后 , 营 
Wm? 等 于 零 ,点 N 和 I 必定 相 重 。 所 以 ,根据 阿波 罗 奥 斯 著作 的 第 一 
篇 中 的 第 一 个 问题 ,很 容易 确定 这 是 地 物 线 。 

然而 , 当 所 求 轨迹 是 圆 , 椭 圆 或 双 曲 线 时 ,必须 首先 找 出 图 形 
的 中 心 ,点 M, 它 总 是 落 在 直线 工 上 ,可 以 取 IM 等 于 3 而 求 得 。 
车 。 等 于 零 , 则 M 和 I 相 重 。 当 所 求 轨迹 是 圆 或 梢 圆 时 , 若 oz 项 为 
正 , 则 M 和 上 必 落 在 I 的 同 侧 , 而 车 ox 为 负 , 则 它们 必 落 在 蜡 侧 。 
另 一 方面 ,对 于 双 曲 线 的 情形 ,车 oz 为 负 , 则 M 和 工 落 在 工 的 同 
便 , 车 oz 为 正 , 则 它们 落 在 异 侧 。 

当 me 为 正 .轨迹 是 加 或 梢 图 ,或 者 mw? 为 负面 轨迹 是 双 曲 线 
时 ,图 形 的 正 焦 弦 必定 为 


, 且 + 你 
而 当 所 求 轨迹 是 圆 或 精 圆 .mm 为 负 时 ,或 者 轨迹 是 双 曲 线 .o 大 于 
4mp\ 且 m? 为 正 时 , 它 必 定 为 


frr dmpe 
Nr 


但 是 ,车 等 于 零 - 则 正 集 弦 为 全 ;又 车 避 等 于 零 , 则 它 为 


Ampe 


Ya 


， 笛 卡 儿 所 用 的 过 是 sosté droit, 英 译本 译作 iatus restum, 一 一 译 者 


33 


为 得 到 相应 的 直径, 必须 找 出 眼 正 焦 蓄 之 比 为 的 直线 ; 即 ， 
着 正 焦 弦 为 


直径 应 为 


无 论 哪 一 种 情形 ,该 圆锥 截 线 的 直径 都 落 在 IM 上 ,LC 是 齐整 地 附 
于 其 上 的 线段 之 一 。 可见, 取 MN 等 于 直径 的 一 半 , 并 取 N 和 L 在 
所 的 同 侧 , 旭 点 N 将 是 这 条 直径 的 端点 。 所 以 ,根据 阿波 罗 尼 奥 斯 
著作 第 一 箭 中 的 第 二 和 第 三 个 问题 ,确定 这 条 曲线 是 轻而易举 的 
事 。 

车 轨迹 是 双 曲 线 且 wm? 为 正 , 则 当 0 等 于 零 或 小 于 4pm 时 ,我 
们 必须 从 中 心 M 引 平行 子 CS 的 直线 MOP 及 平行 于 LM 的 CP, 并 
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耻 MO 等 二 


/ee 
/ Um 


Wm 一 和 
汝 各 等 于 零 时 ,必须 取 MO 等 mw， 考虑 0 为 这 条 双 曲 线 的 破 
扣 . 直 到 OP ,齐整 地 附 二 其 上 的 线段 是 CP. 其 正 


Ham atorm: 
/ 一 ， 
yg pi 
法 直 检 为 
广 5 
Om 
fe 
和 卫 


我 们 必须 攻 虑 ur 等 于 零 这 种 例外 情形 ,此 时 正 焦 弦 为 和 ,直径 
为 2m。 从 这 些 数据 出 发 .根据 阿波 罗 尼 秽 斯 著作 的 第 一 . 简 中 的 第 
三 个 问题 ,可 以 确定 这 条 曲线 。 


对 该 解 的 论证 


以 上 吻 述 的 证 明 都 十 分 简单 。 天 为 , 象 正 焦 防 、 直 径 , 直 径 NL 
或 OP 上 的 截 段 这 些 上 面 给 出 的 最 ,使 用 阿波 罗 夫 奥 斯 第 一 篇 中 
的 定理 11、12 和 13 就 能 作出 它们 的 乘积 ,所 得 结果 将 正好 亿 合 这 
样 … 地 项 .它们 表示 直线 眉 CP 的 平方 或 者 说 5CL, 耶 是 直径 的 纵 标 


组 
EX 


在 这 种 情形 .我 们 应 从 NM 或 者 说 眠 眼 它 相等 的 让 


+ 箭 民 原著 中 六 而" 纵 核 "这 个 辣 , 而 使 用 "appliguee par orcer'… "形容 具有 此 性 质 
亲 线 舌 ， 英 详 本 从 此 处 丰 将 此 和 线段 二 译 为 "级 标 ", 我 们 虽 译 为 " 织 标 线 "。- ， 译 者 
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全， 下 一 一 一 
Vo 二 ry 


3 本 
中 除去 IM, 部 入， 在 余下 的 IN 上 加 江 . 或 者 涪 加 7. 我 们 得 
NL = x 和 + 多 VT imps 


以 该 晶 线 的 正 焦 继 


之 Vor 十 jmp 乘 上 式 ,我 们 得 -后 形 的 什 
VT VT 1 坚 2m?, 

并 从 中 减 去 -个 外 形 ,该 矩 彤 与 NL 的 平方 之 比 等 正 焦 纺 与 直 

萄 之 比 。NL 的 平方 为 


3 


20217 0 am on 一 一 一 
Bp Bap VY 十 mp。 

因为 这 些 项 表示 直人 么 与 正 你 纺 之 比 .我 们 可 用 wm 除 上 式 ,并 以 
pz 乘 所 得 的 商 ,结果 为 
Ee tT 
们 油 从 上 列 所 得 的 得 形 中 减 去 此 量 , 十 是 CL 的 半 方 葵 于 w 十 
we 一 也 避 。 由 此 可 得 ,CL 是 附 于 直径 的 截 段 NL 上 的 梢 加 或 例 的 
纵 标 线 。 

设 白 有 给 定 的 量 部 以 数值 表示 ,如 EA 二 =3.,AG=5,AB= BR. 


BS 一 二 BE,GB~ BT,CD=3CR.CF= 2cS,CH= 考 cT， 角 ABR 一 


0"; 并 令 CB CF 一 CD ， CH, 如 果 要 使 问题 完全 确定 ,所 有 这 些 晤 
部 必须 是 已 知 的 。 更 令 AB= + ,CB 二 y。 用 上 面 给 出 前 方法 ,我们 
将 得 到 


有 一 2 
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一 _1 3 
y=1— grty1lt 4 


此 时 BK 必须 等 于 1,KL 必须 等 于 KI 的 二 分 之 一 ;因为 角 IKL 和 
ABR 都 是 60°, 而 角 KIL( 它 等 于 角 KIB 或 IKL 的 一 半 ) 是 30°, 故 角 


ILK 是 直角 ,因为 I 二 AB= 5 ,KL 证 z LL 二, 上 面 bl 下 


示 的 量 为 1, 我 们 得 -了 中 一 Lo 一, 一 全 ,由 此 可 知 IM 


/f= /Yn sim ( 它 为 十) 等 于 pz , 角 IC 是 直角 ,由 
此 导出 曲线 NC 是 婴 。 对 其 它 任何 一 神情 形 的 类 似 讨论 ,不 会 产生 
困难 。 


平面 与 立体 轨迹 ,以 及 求解 它们 的 方法 


由 于 所 有 不 高 于 二 次 的 方程 都 已 包括 在 上 述 讨论 之 中 ,所 以 ， 
我 们 不 仅 完全 解决 了 古代 人 有 关 三 线 与 四 线 的 问题 ,而且 也 完全 
和 解决 了 他 们 所 谓 的 立体 轨迹 的 作 图 问题 ;这 自然 又 解决 了 平面 轨 
迹 的 作 图 .因为 后 者 包含 在 立体 轴 迹 之 中 。 解 任何 这 类 轨迹 问题 ， 
无 非 是 去 找 出 -种 状态 所 要 求 的 - -个 完全 确定 的 点 , 整 条 线 上 所 
有 的 点 满足 其 它 状 态 所 提出 的 要 求 ( 工 如 已 举 的 例子 所 表明 的 那 
样 )。 如 果 这 条 线 是 直线 或 图 ,就 说 它 是 平 而 轨迹 ,但 如 果 它 是 抛物 
线 , 双 曲线 或 桶 圆 ,就 称 它 是 立体 轨迹 ,对 于 每 一 种 情形 ,我 们 者 能 
得 到 包 售 两 个 未 知 量 的 一 个 方程 , 它 完全 最 十 面 找 出 的 方程 类 似 。 
若 所 求 的 点 位 于 其 上 的 曲线 比 圆锥 截 线 的 次 数 高 ,我 们 同样 可 称 
之 为 超 立 体 轨迹 , 余 者 类 排 。 如 果 在 确定 那个 点 时 缺少 两 个 条 件 ， 
那么 点 的 轨迹 是 -~' 张 面 , 它 可 能 是 平面 球面 或 更 复杂 的 曲面 。 古 
人 的 努力 没有 超越 立体 轨迹 的 作 图 ,看 来 ,阿波 罗 尼 奥 斯 写 他 的 贺 
锥 截 线 论著 的 唯一 目的 是 解 立 体 轨 迹 问题 。 

我 已 进一步 地 说 明了 ,我 称 作 第 一 类 曲线 的 只 包括 贺 、 抛 物 
线 、 双 曲线 和 实 圆 。 这 就 是 我 所 论证 的 内 容 。 


对 五 线 情形 解 这 一 古代 问题 
所 需 曲 线 中 最 基本 、 最 简单 的 曲线 


车 二 人 所 提出 的 问题 永 及 五 条 直线 ,而 且 它 们 全 都 平行 ,那么 
很 显然, 所 求 的 点 将 永远 蒂 在 一 条 直线 上 ,假设 所 提问 题 涉及 五 条 
直线 ,而 且 要 求 满 足 如 下 条 件 : 

(1) 这 些 直 线 中 的 由 条 衬 行 .第 五 杀 跟 雌 余 名 条 垂直 : 


2) 从 所 求 点 引出 的 直线 与 给 定 的 直线 成 直角 ; 

43) 由 所 引 的 与 去 条 平行 直线 相交 的 三 条 线段 作成 的 平行 六 
面体 必须 等 于 另 三 条 线段 作成 的 平行 六 面体 ,它们 是 所 引 的 与 第 
四 条 平行 线 相交 的 线段 .所 引 的 与 垂直 直线 相交 的 线段 .以 及 某 条 
给 定 的 线段 。 

除了 前 面 指出 的 例外 情况 ,这 就 是 最 简单 的 可 能 情形 了 .所 求 
的 点 将 落 在 由 抛物 线 以 下 述 方式 运动 所 描 出 的 曲线 上 : 

令 所 给 直线 为 AB,IH,ED,GE 和 GA。 设 所 要 找 的 点 为 C, 使 
得 当 所 引 的 CB,CF,CD,CH 和 CM 分 别 垂直 于 给 定 直 线 时 ,三 条 
线段 CF,CD 和 CH 作成 的 平行 六 面体 应 等 于 另 两 条 线段 CBE.CM 
四 第 三 条 线段 AI 所 作成 的 平行 六 面体 。 令 CB 一 ,CM 一 x ,ALI 及 
AE 及 GE 二 4 ;因此 , 当 C 位 于 AB 和 DE 之 间 时 ,我 们 有 CF= 2 
一 yy CD 一 4 一 y ,CH=y 十 4。 将 三 者 相 乘 ,我 们 得 到 如 一 2e 好 一 
oa 十 2q4 等 于 其 余 三 条 线段 的 积 , 即 等 于 ozy 。 

接着 ,我 将 考虑 则 线 CEG 。 我 想象 它 是 由 抛物 线 CKN( 让 它 运 
动 但 使 其 直径 KL 总 落 在 直线 AB 上 和 直 尺 GL( 它 绕 点 G 旋转 ， 
但 始终 过 点 工 并 保持 在 抛物 线 所 在 的 平面 内 * ) 的 交点 所 描绘 出 
的 。 我 取 KL 等 于 a , 令 主 正 焦 弦 … “对 应 于 所 给 拖 物 线 的 辖 的 正 
焦 弦 一 一 也 等 于 a ,并 令 GA=24 ,CB 或 MA 一 y ,CM 或 AB=x。 
内 三 角形 GMC 和 CBL 相似 ,GM (或 24 一 yy ) 比 MC( 或 z ) 竺 于 CB 


{或 比 肌 , 因 此 卫 等 半 吉 三 5 因 KL 为 6, 故 BK 为。 一 


而 或 开关 时 于 .最 后 , 因 这 同一 个 BK 又 是 抽 物 线 直径 


上 的 截 段 ,BK 比 BC( 它 的 纵 标 线 ) 等 于 BC 比 。( 即 正 焦 弦 ) 。- 由 此 ， 
我 们 得 到 六 一 2a 一 ay 十 24 = axy, 故 C 即 所 求 的 点 。 
点 C 可 以 在 曲线 CEG .或 它 的 伴随 曲线 cEGe 的 任何 部 分 之 上 


+ 注音 ,点 上 将 随 挑 物 线 的 运动 耐 变 接 位 置 。 译 者 
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级 定 ; 后 … 和 曲线 的 描绘 方式 ,除了 令 抛物 线 的 孔 点 转 到 相反 的 方向 
之 外 ,其 余部 和 前 者 相同 ;点 C 也 可 以 落 在 它们 的 配对 物 Nie 和 
mo 上 ,NI 和 wI0 由 直线 GL 和 抛物 线 KN 的 另 一 支 的 交点 所 生 
成 。 


其 次 , 设 给 定 的 平行 线 AB、IH,ED 和 GF 彼此 之 问 的 上 归 离 互 
不 相等 , 且 不 与 GA 悉 直 ,而 过 C 的 直线 段 与 给 定 直线 亦 不 成 直 
角 . 在 这 种 情形 ,点 C 将 不 会 永远 落 在 恰好 上 共有 同样 性 质 的 曲线 
上 ,其 至 对 于 没有 两 条 给 定 直 线 是 平行 的 情形 .也 可 能 导致 这 种 后 
果 。 

再 其 次 . 设 我 们 有 四 条 平行 直线 ,第 二 条 直线 与 它们 相交 ,过 
点 C 引出 的 二 条 线段 (一 条 引 向 第 五 条 直线 ,两 条 引 启 平行 线 中 
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的 两 条) 所 作成 的 平行 六 面体 等 于 另 一 平行 六 面体 .后 痊 由 过 C 
所 引 的 分 别 到 达 另 两 条 平行 线 的 两 条 线段 和 另 一 条 给 定 线段 作 
成 。 在 这 种 情形 ,所 求 点 < 将 落 在 一 条 其 有 不 同性 质 的 曲线 王 , 即 
所 有 到 其 直径 的 纵 标 线 等 于 一 条 圆锥 截 线 的 纵 标 线 , 直 径 上 在 项 
点 与 纵 标 线 之 间 的 线段 跟 某 给 定 线段 之 比 等 于 该 线段 跟 男 锥 截 线 
的 直径 上 具有 相同 纵 标 线 的 那 一 眉 的 比 。 

我 不 能 说 ,这 条 曲线 比 前 述 的 曲线 复杂 ;确实 ,我 兽 觉 得 前 者 
应 首先 考虑 ,因为 它 的 描绘 及 其 方程 的 确定 多 少 要 容易 些 。 

我 不 再 仔细 讨论 相应 于 其 它 销 形 的 曲线 ,因为 我 一 直 没 有 对 
这 课题 进行 完全 的 论述 。 由 艾 已 经 解释 过 确定 落 在 任 一 曲线 二 的 
无 穷 多 个 点 的 方法 ,我 想 我 已 提供 了 描绘 这 些 曲线 的 方法 。 


经 由 找 出 其 上 若干 点 而 描绘 的 几何 曲线 


值得 一 提 的 是 ,这 种 由 求 出 曲线 上 若干 点 而 描 出 曲线 的 方法 ， 
跟 用 来 描绘 螺 线 及 其 类 似 曲 线 的 方法 有 极 大 差异 ;对 于 后 者 ,并 不 
是 所 求 曲线 上 面 的 任何 一 点 都 能 随意 求 得 的 ,可 求 出 的 只 是 这 样 
一 些 点 ,它们 能 由 比 作出 整 条 曲线 所 需 的 办 法 更 简单 的 方法 所 确 
定 , 因 此 ,严格 地 说 ,我 不 可 能 求 出 曲线 上 的 任何 一 个 点 ; 亦 即 所 有 
要 找 的 点 中 没有 一 个 是 曲线 上 的 特殊 点 , 它 能 不 借助 曲线 本 身 而 
求 得 , 另 一 方面 ,这 些 曲 线 上 不 存在 这 样 的 点 , 它 能 为 无 法 使 用 我 
已 给 出 的 方法 解决 的 问题 提供 解答 。 
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可 利用 细 强 描绘 的 曲线 


得 是 ,通过 任意 地 取 定 曲线 上 的 一 些 点 而 描 出 曲线 的 方法 ,只 
适用 于 有 规则 的 和 连续 的 运动 所 生成 的 曲线 ,这 一 事实 并 不 能 成 
为 把 它们 排除 出 几何 的 正当 理由 ,我 们 也 不 应 该 拒绝 这 样 的 方法 ， 
即 ,使 用 细 绳 或 绳 环 以 比较 从 所 求 曲线 上 的 一 些 点 到 另外 一 些 点 
间 所 引 的 两 条 或 多 条 直线 段 是 否 相 等 ,或 用 于 跟 其 它 直线 作成 因 
定 大 小 的 角 , 在 “折光 学 ”一文 中 ,我 在 讨论 桶 加 和 双 曲 线 时 已 使 用 
了 这 种 方法 。 

另 - 方面 ,几何 不 应 包括 象 细 绳 那样 有 时 直 有 时 弯 的 线 ;由 于 
我 们 并 不 知道 直线 与 曲线 之 间 的 比 , 而 且 我 相信 这 种 比 是 人 的 智 
力 所 无 法 发 现 的 ,因此 ,不 可 能 基于 这 类 比 而 得 出 严格 和 精确 的 结 
论 。 无 论 如 何 ,因为 细 强 还 能 用 于 仅 需 确定 其 发 度 为 已 知 的 线段 的 
作 图 ,所 以 不 应 被 完全 排除 ， 


为 了 解 曲线 的 性 质 ， 
必须 知道 其 上 的 点 与 直线 上 点 的 关系 ; 
在 各 点 引 与 该 曲线 成 直角 的 曲线 的 方法 


当 一 条 曲线 土 的 所 有 点 和 一 条 直线 上 的 所 有 点 之 间 的 关系 已 
知 时 ,用 我 解释 过 的 方法 ,我 们 很 容易 求 得 该 曲线 上 的 点 和 其 它 所 
有 给 定 的 点 和 线 的 关系 ,并 从 这 些 关 系 求 出 它 的 直径 、 轴 .中 心 和 


2 


其 它 对 该 曲线 有 特殊 重要 性 的 线 或 点 ;然后 青 想 出 各 种 描绘 该 8 
线 的 途径 ,并 采用 其 中 最 容易 的 “种 。 

仅仅 依靠 这 种 方法 ,我 们 就 可 求 得 凡 能 确定 的 .有关 它们 的 面 
积 大 小 的 量 ;对 此 ,我 没有 必要 作 进 一 步 的 解释 。 

最 后 ,曲线 的 所 有 其 它 的 人 性质, 仅 依 束 于 所 论 曲线 跟 其 他 线 相 
交 而 成 的 角 .而 两 条 相交 曲线 所 成 的 角 将 象 其 条 直线 问 的 夹 角 一 
样 容易 度量 ,倘若 可 以 引 一 条 直线 ,使 它 与 两 曲线 中 的 -条 在 两 
线 交 点 处 成 直角 的 话 。 这 就 有 理由 使 我 相信 ,只 要 我 给 出 一 种 一 般 
的 方法 ,能 在 曲线 上 任意 选 定 的 点 引 直 线 与 明 线 交 成 直角 ,我 对 曲 
线 的 研究 就 完全 了 .我 敢 说 ,这 不 仅 是 我 所 了 解 的 几何 中 最 有 四 的 
和 最 一 般 的 问题 ,而 且 更 是 我 一 直 祈求 知道 的 问题 。 


求 一 直线 与 给 定 曲线 相交 并 成 直角 的 一 般 方 法 


设 CE 是 给 定 的 曲线 ,要 求 过 点 C 引 一 直线 与 CE 成 直角 。 假 
设 问题 已 经 解决 ,并 设 所 求 直 线 为 CP。 延 长 CP 至 直线 GA, 使 CE 
土 的 点 和 GA 上 的 点 发 生 联系 .然后 , 令 MA=CB 一 ?5CM 一 BA 
二 z ,我 们 必须 找到 一 个 方程 来 表示 x 和 y 的 关系 ,我 令 PC 一 ?、 
PA 一 + ,因此 PM 一 +2 一 
y。 因 PMC 是 直角 ,我 们 
便 知 斜 边 的 平方 衬 等 于 
两 直角 边 的 平方 和 避 十 避 
一 2?oy 二 即 三 
二 2 十 WE 一 不 ,依据 最 后 两 个 方程 ,我 可 以 从 表示 曲线 CE 上 的 


点 跟 直 线 GA 上 的 点 之 间 关 系 的 方程 中 ,消去 * 和 ?# 这 两 个 量 中 的 
一 个 .车 要 消去 > 很 容易 ,只 要 在 出 现 * 的 地 方 用 
V 可 二 证 十 玖 二 交代 罕 , 冯 用 此 式 的 平方 代替 ,z# 用 它 的 立方 
代 蔡 .…; 而 若 要 消去 9 ,必须 用 5 十 VE 一 下 代 赫 yy? 则 用 此 
式 的 平方 .立方 代替 .… ,结果 将 得 到 仅 售 - -个 未 知 量 + 或 y 的 方 
程 。 

例如 : 若 CE 是 个 贿 国 ， 
MA 是 其 直径 上 的 截 且 ,CM 是 
其 纵 标 线 , > 是 它 的 正 焦 纺 ,4 
是 它 的 其 轴 , 那 么 , 据 阿 波 罗 尼 
奥 斯 的 第 一 简 中 的 定理 13 ,我 们 有 空 一 中 一 二 六 。 消 去 只 ,所 得 方 
程 为 

一 二 20 一 六 一 下 了 


或 0 
在 这 一 情形 ,最 好 把 整个 式 子 L 
着 成 是 单一 的 表达 式 , 而 不 要 
看 成 由 两 个 相等 的 部 分 所 组 A 
成 。 » B 
车 CE 是 由 已 讨论 过 的 由 
抛物 线 的 运动 所 生成 的 曲线 ， 
当 我 们 用 。 代 表 GA、c 代表 
p G M A 


KL, 4 代表 抛物 线 的 直径 KL 
的 正 焦 弦 时 ,表示 xz 和 y 之 间 关 系 的 方程 为 一 9? 一 ody 十 zed 十 
dxy 一 人。 消去 x ,我们 得 
by cdyt bd td Ti yr = 0, 
将 该 式 平方 ,各 项 按 y 的 次 数 排列 ,上 式 变 为 


45 


We 2 + (8 — 2ed 4 Ey + Ccd — 2d0)y 
+ (ed 一 d?s’: + dp? 一 2bicd)y: 一 2berd’y + bed? 一 0。 
其 它 情形 可 类 推 , 若 所 论 曲线 上 的 点 不 是 按 已 解释 过 的 方式 跟 一 
条 直线 上 的 点 相 联系 ,而 是 按 其 它 某 种 方式 相 联系 ,那么 也 同样 能 
出 一 个 方程 。 


令 CE 是 按 如 下 方式 
与 点 E.G 和 A 相 联系 的 a 
曲线 :从 其 上 任 一 点 (比如 > 
c) 引 出 的 至 F 的 直线 段 AAS 
超出 线 菇 FA 的 量 ,与 4 站 ME S 


超出 由 c 引 至 6 的 线段 

的 量 , 形 成 一 个 给 定 的 比 . 令 GA 二 65,AF==。; 现 在 任 取 曲线 上 一 
点 C, 令 CF 超出 FA 的 量 跟 GA 超出 GC 的 量 之 比 为 ( 比 e ,于 是 ， 
当 我 们 用 。 表 示 尚 未 确定 的 量 ,那么 ,FC c 十 z 且 GC 一 5 一 也 a。 
令 MA~=y, 则 GM 一 5 一 y, FM==c 十 y , 因 CMG 是 直角 三 角形 ， 
从 GC 的 平方 中 诚 去 GM 的 平方 ,我 们 得 到 余下 的 CM 的 平方 ,或 


末了 一 中。 + 2 一 所。 其 次 ,从 EC 的 平方 中 减 去 FM 的 平方 ,我 


们 得 到 另 一 种 方式 表示 的 CM 的 平方 , 即 好 十 2cz 一 2cy 一 六。 这 两 
个 表达 式 相等 ,由 此 导出 y 或 MA 的 值 , 它 为 
diz? 十 26d22 一 és2 十 2bdez 
22l + 2cd? 外 
利用 此 值 代 普 表示 CM 平方 的 式 子 中 的 4, 我 们 得 
CME = Bd? cep? 十 2bcd2zz 一 Zhoudez _ » 
3 十 oa? 了 。 

如 果 我 们 现在 设 直线 PC 在 点 C 与 曲线 交 成 直角 .并 象 以 前 一 样 ， 
令 PC=。,PA= ，, 则 PM 等 于 + 一 y ;又 因 PCM 是 直角 三角 形 ， 
我 们 知 CM 的 平方 为 们 一 蕊 十 269 一 妨 。 让 表示 CM 平方 的 两 个 什 
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相等 ,并 以 8 的 值 代入 ,我 们 便 得 所 求 的 方程 为 
» 2had?z ~ 2hedez 一 2ed2pz 一 2hdetrs 一 Ml?s? + Ww? — ed?a: + cdiv: 
M+ ce + ee Bs 下 
已 经 找 出 的 这 个 方程 ,其 
用 处 不 是 确定 z.y 或 2, 它们 是 
已 知 的 ;因为 点 C 是 取 定 了 
的 ;我 们 用 它 来 求 。 或 ,以 确 
定 所 求 的 点 P. 为 此 目的 ,请 注 
意 当 点 了 清 足 所 要 求 的 条 件 
时 ,以 了 为 心 并 经 过 点 5 的 
将 与 曲线 CE 相 切 触 而 不 穷 过 
它 ; 但 只 全 点 了 离开 它 应 在 的 位 置 而 稍微 而 近 或 远离 A ,该 圆 必 定 
穿 过 这 条 曲线 ,其 交点 不 仅 有 C, 而 且 还 有 另 一 个 点 .所 以 , 当 这 个 
圆 穿 过 CE, 含有 作为 未 知 量 的 = 和 ? 的 方程 ( 设 PA 和 PC 为 已 知 ) 
必 有 两 个 不 等 的 根 . 例 如 ,假设 该 图 在 点 C 和 点 E 处 穿 过 曲线 。 引 
EQ 平行 于 CM .然后 ,可 用 * 和 * 分 别 表示 EQ 和 QA, 正如 它们 曾 
被 用 来 表示 CM 和 MA 一 样 ! 因 为 PE 等 于 PC( 同 一 个 圆 的 半径 )， 
当 我 们 寻求 EQ 和 QA( 假 设 PE 和 PA 是 给 定 的) 时 ,我 们 应 得 到 眼 
寻求 CM 各 MA (假设 PC 利 PA 是 给 定 的 ) 时 所 得 到 的 同样 的 方 
程 .由 此 可 知 , z 的 值 ,或 y 的 值 ,或 任何 其 它 一 个 这 种 量 的 值 ,在 
这 个 方程 中 都 取 双 信 , 即 ,方程 将 有 两 个 不 相等 的 根 。 若 求 z 的 值 ， 
这 两 个 根 申 的 一 个 将 是 CM, 另 一 个 是 EQ; 而 求 y 的 值 时 ,一 个 根 
将 是 MA, 另 一 个 是 QA. 肯 定 , 当 E 不 象 C 那样 跟 曲 线 在 同一 便 ， 
它们 之 中 便 只 有 一 个 是 真 根 , 另 一 个 将 前 在 相反 的 方向 上 ,或 者 说 
它 比 虚无 还 小 .然而 , 当 点 C 和 点 E 更 车 近 时 ,两 根 的 差 也 就 更 
小 ; 当 闫 个 点 重合 时 ,两 个 根 怡 好 相等 ,也 就 是 说 ,过 的 圆 将 在 
点 C 与 曲线 相 切 触 而 不 穿 过 它 。 
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进而 可 知 , 当 方程 有 两 个 相等 的 根 时 ,方程 的 左 端 在 形式 上 必 
定 类 似 于 这 样 的 式 子 , 即 当 已 知 量 等 于 未 知 量 时 , 它 取 未 知 量 与 已 
知 量 的 差 自 乘 的 形式 ;那么 , 若 最 终 所 得 的 式 子 的 次 数 达 不 到 最 初 
那个 方程 的 次 数 ,就 可 以 用 另 一 个 式 子 来 乘 它 , 使 之 达到 相同 的 次 
数 。 这 最 后 一 步 使 得 两 个 表达 式 得 以 一 项 一 项 地 对 应 起 来 。 

例如 ,我 可 以 说 ,目前 的 讨论 中 找 出 的 第 一 个 方程 , 即 

2 + gr ge 
?二 了 

它 必定 跟 如 下 方式 得 到 的 式 子 具 
有 相同 的 形式 : 取 e 一 y¥, 令 (y 一 
e) 自 乘 , 即 凡 一 2ey 十 所。 然后， 
我 们 可 以 逐 项 比较 这 两 个 表达 
式 :因为 各 式 中 的 第 一 项 六 相 


同 ,第 一 式 中 的 第 二 项 2 一 29 入 等 于 第 二 式 中 的 第 二 项 一 2ey， 
由 此 斌 解 出 ?或 PA, 我 们 得 v 一 一 e 十 到 7 或 者 ,因为 我 们 已 人 


G PM A 


定 。 等 于 y 放 vy 一 了 y+ 雪 "。 用 同样 的 方法 ,我 们 可 以 从 第 三 项 


ee 一旦 二 时 来 求 *; 因 为 。 完 全 确定 了 P, 这 就 是 所 要 求 的 一 切 , 国 
此 无 需 再 往 下 讨论 。 
同 梓 ,对 於 上 面 求 得 的 第 二 个 方程 , 即 
i 2by5 + 87 — Bo 二 yt 二 (4bcd 一 2d22)y 二 
(ed? 一 260d 十 div? 一 ds7)y? 一 2b0dy + Hod, 
它 必定 女 用 六 十 十 8 十 入 十 以 恢 六 一 2ey 十 e: 所 得 的 式 
子 具 有 相同 的 形式 ,后 者 形 如 


* 笛 卡 儿 常 把 方程 守 为 - 含 未 知 量 的 多 项 二 等 于 零 的 形式 .此 时 ,他 会 称 等 导 左 出 
的 部 分 为 "方程 ". 一 一 评 者 


+ (20 + (FF — 2ef + ey CO — 2eg + ef 
十 《一 2eh + esp OY + (eB — 2ektdy 十 esk!o 
从 这 两 个 方程 出 发 可 得 到 另外 六 个 方程 ,用 于 确定 六 个 量 jg. 
be 和 s。 容 易 看 出 ,无 论 给 定 的 曲线 可 能 属于 哪 一 奖 , 这 种 方法 总 
能 提供 腿 所 需 考 虚 的 来 知 量 的 数目 一 样 多 的 方程 .为 了 解 这 些 方 
程 , 并 最 终 求 出 我 们 真正 想 要 得 到 的 唯一 的 量 的 值 (其 余 的 仅 是 
求 :的 中 间 媒 介 ), 我 们 首先 从 第 二 项 确定 上 述 式 中 的 第 一 个 未 知 
基 了 ,可 得 了 一 2 一 如 .然后 ,我 们 依据 一 9, 可 求 得 同一 式 中 
的 最 后 一 个 未 知 量 4 从 第 三 项 ,我 们 得 到 第 二 个 量 
= 3e — dbe— 20d 二 十 
由 倒数 第 二 项 ,我 们 得 出 倒数 第 二 个 量 , 它 是 


2bcd* _ 2berg? 


3 
3 3 


e 如 K 
同样 ,我 们 可 循 这 样 的 次 序 做 
下 去 ,直到 求 得 最 后 一 个 量 。 工 
那么 ,我 们 从 相应 的 一 项 
《这 里 指 第 四 项 可 求 得 " ,我 C B 
们 有 
Ze 3be? bre 
rt 
2ce 2 ,0 _ He pb a 


一 本 十 e 十 本 十 机 一 本 4 
或 者 用 等 于 的 8 代入 ,我 们 得 AP 的 长 度 为 
,= 名 球 二 这 区 + 二 号 cz bac 


a 
其 次 ,第 三 个 方程 
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2bcd?z 一 Zhcdez 一 2ed?vs 一 25depz 一 bd’s’ + hdr: 一 cts + 怒放 
守 十 


B+ op + ev — dy 
中 关 一 2 产 十 六 (其 中 = 切 具 有 相同 的 形式 ,所 以 一 27 或 一 2z 必须 
等 于 


25cd? 一 2bede 一 2cdip 一 2bdey 
bd? 十 ce? 十 ev 一 div ” 

由 此 可 得 
一 bed? 一 pcde 十 HE2z 十 ce?z 

ot he— esi+adzs ° 

因此 , 当 我 们 取 AP 
等 于 上 述 的 " 值 , 其 中 所 
有 的 项 都 是 已 知 的 ,并 将 
由 其 确定 的 点 了 跟 C 相 i 
联 ,这 条 联 线 跟 曲 线 交 成 下 A MP G 
直角 ,这 正 是 所 要 求 的 .我 
有 充分 的 理由 说 ,这 样 的 解法 适用 于 可 应 用 几何 方法 求解 的 所 有 
曲线 。 

应 该 注意 ,任意 选 定 的 .用 来 将 最 初 的 乘积 达到 所 需 次 数 的 式 
子 ,如 我 们 刚才 取 的 式 子 

六 十 更 十 赃 十 和 十 时 

其 中 的 符号 十 和 一 可 以 贿 章 选 定 ,而 不 会 导致 " 值 或 AP 的 差异 。 
这 一 结论 很 容易 发 现 ,不 过 , 若 要 我 来 证 明 我 使 用 的 每 一 个 定理 ， 
那 需要 写 一 本 大 部 头 的 书 , 而 这 是 我 所 不 希望 的 .我 宁愿 顺便 告诉 
你 ,你 已 经 看 到 了 有 关 这 种 方法 的 一 个 例子 , 它 让 两 个 方程 具有 相 
同 的 形式 ,以 便 尿 项 进行 比较 ,从 中 又 得 到 若干 个 方程 .这 种 方法 
适用 于 无 数 其 它 的 问题 ,是 我 的 一 般 方法 所 具有 的 并 非 无 足 轻重 
的 特征 。 

我 将 不 给 出 与 刚刚 解释 过 的 方法 相关 的 、 我 们 想得到 的 切线 


vo 


50 


和 法 线 的 作 图 法 ,因为 这 是 很 容易 的 ,尽管 常常 需要 某 种 技巧 才能 


栽 出 简洁 的 作 图 方法 。 


对 蚌 线 完成 这 一 问题 作 图 的 例证 


例如 ,给 定 CD 为 古人 所 
知 的 第 一 条 蚌 线 。 令 A 是 它 的 
极点 ,BH 是 直 尺 ,使 得 象 CE 
和 DB 这 种 相交 于 A 并 含 于 曲 
线 CD 和 直线 BH 间 的 直线 眉 


皆 相 等 我们 希望 找 一 条 直线 
CG, 它 在 点 C 与 曲线 正 交 ,在 
试图 寻找 CG 必须 经 过 的 、 又 
位 于 BH 上 的 点 时 (使 用 刚才 


解释 过 的 方法 ) ,我 们 会 陷入 象 刚才 给 出 的 计算 那样 元 长 或 者 更 长 


的 计算 ,而 最 终 的 作 图 可 能 非常 简单 。 


CF 等 于 BH 上 的 重 线 CH; 然后 ,过 FF 二 


为 我 们 仅 需 在 CA 上 取 
FG 平行 于 BA, 且 等 于 


EA ,于 是 就 定 出 了 点 G, 所 要 找 的 直线 CG 必定 通过 它 。 


对 用 于 光学 的 四 类 新 的 卵 形 线 的 说 明 


为 了 说 明 研究 这 些 曲线 是 有 用 的 ,以 及 它们 的 各 种 性 质 跟 琐 
锥 截 线 的 同样 重要 ,我 将 再 米 讨 论 某 种 卵 形 线 ; 你 们 会 发 现 ,它们 
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在 反射 光学 和 折光 学 的 理论 中 非常 有 用, 可 以 用 下 述 方式 描绘 , 引 
两 条 直线 FA 和 AR, 它 们 以 任 一 交角 相 会 于 A, 我 在 其 中 的 一 条 
上 任 选 一 点 FC 它 高 A 的 远近 依 所 作 卵 形 线 的 大 小 所 定 )。 我 以 上 
为 心 作 圆 , 它 跟 FA 在 稍微 超过 A 处 穿 过 FA, 如 在 点 5 处 .然后 ,我 
引 直线 56, 它 在 6 处 穿 过 AR, 使 得 A6 小 于 A5, 且 A6 比 A5 等 于 任意 
给 定 的 比值 ,例如 在 析 光 学 中 应 用 卵 形 线 时 ,该 比值 度量 的 是 折射 
的 程度 ,做 完 这 些 之 后 ,我 在 直线 FA 上 任 取 -- 点 G, 它 与 点 5 在 同 
一 侧 ,使 得 AF 比 G4 为 那个 任意 给 定 的 比 慎 .其 次 ,我 沂 直 线 A6 
划 出 RA 等 于 GA, 并 以 G 为 心 .等 于 RR6 的 线段 为 六 径 丽 沁 。. 该 辐 


将 在 两 个 点 1,1 处 穿 过 第 一 个 圆 ,所 求 的 九 


过 这 两 个 点 ， 


接着 ,我 以 F 为 心 画 圆 , 它 在 比 点 5 高 


FA, 例 如 在 点 7 处 。 然 后 ,我 引 78 和 了 


FF 行 于 56, 才 


线 中 的 第 一 个 必定 通 


A 稍 近 或 稍 远 处 穿 过 


f 以 G 为 心 、 等 所 R8 的 


线 仆 为 半径 画 另 一 个 圆 , 此 图 将 在 点 1,1 处 穿 过 点 ?在 其 上 的 圆 , 这 
两 个 点 也 是 同一 条 孵 形 线 上 的 点 .于 是 ,我 们 遥 过 引 平 行 于 78 的 直 
线 和 画 出 以 F 和 6 为 心 的 图 ,就 能 找到 所 要 求 的 那 许多 点 。 

在 作 第 二 条 孵 形 线 时 , 仅 有 的 卷 别 是 我 们 必须 在 A 的 另 一 侧 
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取 AS 等 于 AG, 用 以 代替 AR; 并 且 , 以 6G 为 心 , 罕 过 以 F 为 心 且 过 
5 的 圆 的 那个 圆 的 半 征 ,必须 等 于 直线 自 56; 或 者 当 它 穿 过 ?在 其 
上 的 圆 时 ,半径 必须 等 于 58, 如 此 等 等 这样, 这 些 圆 在 点 2,2 处 相 
交 , 它 们 即 是 第 二 条 岂 形 线 A2X 上 的 点 。 


为 了 作出 第 三 条 和 第 四 条 卵 形 线 ,我 们 在 A 的 另 一 侧 , 即 E 
所 在 的 同一 边 , 取 AH 以 代 符 AG。 应 该 注意 ,这 条 直线 段 AH 必须 
比 AF 长 ;在 所 有 这 些 卵 形 线 中 ,AF 其 至 可 以 为 零 , 即 F 和 各 A 相 
重 .然后 , 取 AR 和 AS, 让 它们 都 等 于 AH, 在 画 第 三 条 妨 形 线 A3Y 
时 ,我 以 日 为 心 ,等 于 S6 的 线段 为 半径 画图 , 它 丰 点 3 处 穿 过 以 下 
为 心 过 5 的 圆 , 另 一 个 圆 的 半径 等 于 S8, 也 在 标 3 的 点 处 穿 过 7 在 其 
上 的 部 ,如 此 等 等 。 


最 后 ,对 于 第 四 条 饰 形 线 , 我 以 下 为 心 , 等 于 R6、R8 的 线段 为 
半径 画 圆 ,它们 在 慰 有 4 的 点 处 穿 过 另外 的 圆 。 


为 了 作出 同样 的 这 几 条 煞 形 线 , 还 有 其 它 许多 办 法 .例如 ,第 
一 种 卵 形 线 AV (如 果 我 们 假定 FA 和 AG 相等 ), 可 以 用 下 述 方法 
接 绽 :将 直线 段 FG 在 L 处 分 为 两 部 分 ,使 得 FL:LG~=A5:A6, 即 
对 应 于 折射 率 的 化 .然后 ,平分 AL 十 K, 令 直 尺 FE 绕 点 F 转 动 ， 
用 手指 将 细 绳 EC 在 C 点 压 住 ,此 强 系 在 直 尺 的 端点 E 处 , 经 过 人 
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拉 到 ,返回 C 后 青 拉 到 G, 强 的 另 一 端 就 系 牢 在 这 里 。 于 是 , 整 条 
绳 的 长 度 为 SA 十 AL 十 FE 一 AF, 点 C 就 描绘 由 第 一 种 孵 形 线 , 这 
跟 “ 折 光学 ”中 描绘 嵩 圆 和 双 曲 线 的 方式 类 似 ,但 我 不 能 更 多 地 关 
注 这 个 主题 。 

虽然 这 些 卵 形 线 的 性 质 看 起 来 几乎 相同 ,但 无 论 如 何 属于 四 
种 不 同 的 类 型 ,每 一 种 又 包含 无 穷 多 的 子 类 ,而 每 个 子 类 又 象 每 
类 椭圆 和 双 曲 线 那样 包含 许多 不 同 的 类 型 ; 子 类 的 划分 依赖 于 A5 
对 A5 的 比 的 值 . 于 是 , 当 AF 对 AG 的 比 ,或 AF 对 AH 的 比 改变 
时 ,每 一 个 子 类 中 的 卵 形 线 也 改变 类 型 ,而 AG 或 AH 的 长 度 确定 
了 更 形 线 的 大 小 ， 

若 A5 等 于 A6, 第 一 和 第 三 类 卵 形 线 变 为 直线 ;在 第 二 类 和 儿 形 
线 中 ,我 们 能 得 到 所 有 可 能 的 双 山 线 ,而 第 四 类 卵 形 线 包 含 了 所 有 
可 能 的 椭圆 。 


所 论 多 形 线 具 有 的 反射 与 折射 性 质 


就 每 一 种 卵 形 线 而 言 ,有 必要 进一步 考虑 它 的 具有 不 同性 质 
的 两 个 部 分 ,在 第 一 类 卵 形 线 中 ,朝向 人 的 部 分 使 得 从 F 出 发 穿 
过 室 气 的 光线 .过 到 透镜 的 凸 圆 状 表面 1A1 后 向 G 会 聚 ,根据 折光 
学 可 知 ,该 透镜 的 折射 率 决定 了 和 象 A5 对 A6 这 样 的 比 , 卵 形 线 正 是 
依据 这 个 比 描绘 的 。 


而 朝向 V 的 部 分 ,使 从 G 出 发 的 所 有 光线 到 达 形 如 1V1 的 四 
形 镜面 后 向 F 会 聚 ,镜子 的 质料 按 A5 对 A6 的 比值 降 婚 了 光线 的 
速度 ,因为 折光 学 已 证 明 , 此 种 情形 下 的 各 个 反射 角 将 不 会 相等 ， 
折射 角 亦 然 ,它们 可 用 相同 的 方法 度量 。 

现在 考虑 第 二 种 卵 形 线 。 当 2A2 这 个 部 分 作 反 射 用 时 ,同样 可 
假定 各 反射 角 不 相等 .因为 若 这 种 形状 的 镜子 采用 讨论 第 一 种 外 
形 线 时 指出 的 同一 种 质料 制 成 ,那么 它 将 把 从 G 出 发 的 所 有 光线 
都 反射 回去 ,就 好 象 它们 是 从 发 出 似 的 。 
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还 要 注意 ,如 果 直 线段 AG 比 AF 长 许多 ,此 时 镜子 的 中 心 ( 
入) 凸 ,两 端 则 是 四 的 ;因为 这 桩 的 曲线 不 再 是 卵 形 而 是 心 形 的 了 。 
另 一 部 分 X2 对 制作 折射 透镜 有 用 ;通过 空气 射 向 FE 的 光线 , 穿 过 
形 如 A3Y3 的 表面 之 后 在 玻璃 体内 射 向 开 ; 此 处 A3YA 除 稍 向 A 中 
之 外 ,其 余部 分 全 是 目的 ,因此 这 条 曲线 也 是 心 形 的 。 这 种 卵 形 线 
的 两 个 部 分 的 差别 在 于 ,一 部 分 靠近 F 远离 也 , 男 一 部 分 靠近 量 
而 远离 F。 

类 似 地 ,这些 卵 形 线 中 的 最 后 一 种 只 用 于 反射 的 情形 。 它 的 作 
用 是 使 来 自 H 的 所 有 光线 、 当 届 到 用 前 面 提 到 过 的 司 种 质料 制 成 
的 形 如 A4Z4 四 状 曲面 时 ,经 反射 肖 向 下 会 聚 。 

点 F,G 和 瑟 可 称 为 这 些 卵 形 线 的 “ 雁 火 点 ”, 相 应 于 椭圆 和 双 
曲线 的 燃 火 点 ,在 折光 学 中 就 是 这 样 定名 的 。 

我 没有 提 发 能 由 这 些 孵 形 线 引起 的 其 它 凡 种 反射 和 折射 ; 因 
为 它们 只 是 些 相反 的 或 道 的 效应 ,很 容易 推演 出 来 。 


可 


对 这 些 性 质 的 论证 


然而 ,我 必须 证 明 已 
做 出 的 结论 .为 此 由 的 ,在 


第 一 种 由 形 线 的 第 一 部 分 c 

上 任 取 一 点 ,并 引 宜 线 上 

cP 眼 曲 线 在 C 处 成 直角 。 A NT 
这 可 用 上 面 给 出 的 方法 实 下 A MP? 6 
现 , 做 法 如 下 : 


令 AG 一 Bb ,AF 二 c ,FC=c 十 z ,以 4 对 4。 的 比 一 一 我 总 是 用 
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它 度 量 所 讨论 的 透镜 的 折射 能 力 一 一 表示 A5 对 A6 的 比 ,或 用 于 
表示 能 描述 该 卵 形 线 的 类 似 的 直线 段 之 阅 的 比 , 于 是 。 
GC=b— 4 


由 此 可 知 
ol 一 总 de 十 到 2 十 ce25 
te 十 of 二 42 十 6 ° 

我 们 从 了 引 PQ 垂直 于 FC, 引 PN 垂直 于 GC.。 现 着 有 PQIPN= dte 
, 即 ,如果 PQ:PN 等 于 用 来 度量 三 玻璃体 AC 的 折射 状况 的 直线 
段 之 间 的 比 ,那么 过 F 射 向 5 的 光线 , 必 被 折射 进入 玻璃体 而 县 
射 向 G. 这 由 折光 学 立即 可 知 。 

现在 .假如 PQ:PN= 2:e 真 的 成 立 ,让 我 们 用 计算 来 证 实 结 
论 .直角 三 角形 PQE 和 CMF 各 似 ,由 此 可 得 CF:CM 一 FP:PQ 及 
于 MpQ. 此 外 , 直 舱 三 角形 PNG 和 CMG 相似 ,因此 cS 一 
PN。 由 于 用 同一 个 数 乘 或 除 一 个 比 中 的 两 项 并 不 改变 这 个 比 ,又 


总 SEN vie ,那么 用 CM 除 第 一 个 比 中 的 每 项 ,再 用 
CF 及 CG 乘 每 项 ,我 们 得 到 FP.CG :GP -CE 一 《se ,根据 作 图 可 知 
,bof?— bode+ Mz+ce?z 
Feet ope—ert Ee 


AP 一 


bt 十 6282 十 更 3 十 cg2z 
或 FP= cit BMe—eztds 
e 
及 CG 一 ?一 卫 s。 


brod’ bcd + bdz+ hd’ bdez— cder — es? — odez? 


于 是 . FP*CG= ol be est fin 
Sed* — bode + Pd?z -082g 
少 一 -一 一 
那么 ， SPTb cpTie— ods 
或 p Det-bode~- be’s— ce 


Ep eT 
以及 CF= ce 十: 。 故 
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Bcdet beget brdez -bedez— boe’z— ere2— be’z! 一 C22Z2 
oa 十 We 一 etx 二 从 % 

上 述 第 一 个 乘积 用 《 除 后 ,等 于 第 二 个 用 e 除 ,由 此 可 得 PQs 
PN=FP-CG:GP'CF 一 dte, 这 就 是 所 要 证 明 的 .这 个 证 明 经 正 负 
导 的 适当 变更 , 便 可 用 来 证 明 这 些 孵 形 线 中 任 一 种 上 共有 的 反射 和 
折射 性 质 ; 恋 者 可 逐个 去 研究 ,我 不 需要 在 此 作 进 一 步 的 讨论 。 

这 至 ,我 倒 有 必要 对 我 在 “折光 学 ?中 的 陈述 作 些 补充 ,大 者 如 
下 ;各 种 形式 的 透镜 都 能 同样 使 来 自 同一 点 的 光线 ,经 由 它们 向 另 
一 点 会 聚 :这 些 透 镜 中 ,一 面 凸 另 一 面 凹 的 比 起 两 面 缘 凸 的 ,是 性 
能 现 好 的 燃 火 镜 : 另 一 方面 ,后 者 能 作成 更 好 的 望远镜 .我 将 只 描 
述 和 解释 那些 我 认为 是 最 具 实用 价值 的 透镜 .考虑 琢磨 时 的 难点 。 
为 了 完成 有 关 这 个 主题 的 理论 ,我 必须 再 次 描绘 这 种 透镜 的 形状 : 
它 的 一 个 画 具 有 随意 确定 的 同 度 或 四 度 , 能 使 所 有 平行 的 或 来 外 
单个 点 的 光线 ,在 穿 过 它们 之 后 向 一 处 会 聚 ;还 要 描绘 另 一 种 透镜 
的 形状 : 它 具 有 同样 的 效用 ,但 它 的 两 个 面 是 等 凸 的 ,或 者 , 它 的 一 
个 表面 的 凸 度 与 另 一 表 丰 的 此 度 形成 给 定 的 比 。 


GP*CF= 


如 何 按 我 们 的 要 求 制作 一 透镜， 
使 从 某 一 给 定点 发 出 的 所 有 光线 经 透镜 的 
一 个 表面 后 会 聚 于 一 给 定点 


第 一 步 , 设 G.Y.C 和 E 是 给 定 的 点 ,使 得 来 自 G 或 平行 于 
GA 的 光线 , 穿 过 一 此 状 透镜 后 在 处 会 京 。 令 站 是 该 透镜 内 表面 
的 中 心 ,C 是 其 边缘 ,并 设 弦 CMC 已 给 定 , 狐 CYC 的 高 亦 已 知 , 首 
先 我 们 必须 确定 那些 多 形 线 中 的 哪 “个 可 用 来 作 此 透镜 ,使 得 穿 


过 它 而 朝向 也 (尚未 网 定 的 一 个 点 ) 的 光线 ,在 离开 透镜 后 向 F 会 
到 


在 这 些 那 形 线 中 , 诗 少 有 一 种 不 会 让 光线 经 其 反射 或 折射 而 
仍 不 改变 方向 的 :容易 看 出 ,为 得 到 上 述 特殊 司 果 , 可 利用 第 三 种 
孵 形 线 上 标 为 3A3 或 3Y3 的 任何 一 段 ,或 者 利用 第 一 种 卵 形 线 上 标 
为 2X2 的 部 分 。 由 于 各 种 情形 都 可 用 同一 种 方法 处 理 , 所 以 无 论 对 
哪 禹 情形 ,我 们 可 以 取 为 顶点 ,C 为 曲线 上 的 一 点 ,F 为 饮 火 点 
之 .一 。 于 是 尚 待 确定 的 只 是 另 一 个 烽火 点 了 了。 为 此 ,考虑 FY 和 
FC 的 差 比 HY 和 HC 的 差 为 4 比 e , 即 度量 透镜 折射 能 力 的 两 直线 
段 中 较 长 者 跟 较 短 者 之 比 ,这 样 做 的 理由 从 描绘 卵 形 线 的 方法 中 
是 显而易见 的 。 

因为 直线 段 FY 和 FC 是 给 定 的 ,我 们 可 以 知道 它们 的 差 ; 又 
因为 知道 那 两 个 差 的 比 ,故我 们 能 知道 HY 和 HC 的 差 。 

义 因 YM 为 已 知 ,我 们 便 知 MH 和 HC 的 差 , 也 就 得 到 了 CM， 
尚 需求 后 的 是 直角 三 角形 CMH 的 一边 MH ,该 三 角形 的 另 一 边 
CM 已 经 知道 , 斜 边 CH 和 所 求 边 MH 的 差 也 已 知 .因此 ,我 们 能 容 
易 地 确定 MH ,具体 过 各 如 下 : 
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令 上 二 CH 一 MH,# 二 CM; 那 么 到 一 3 二 MH,, 它 确定 了 点 互 
的 位 置 。 

车 HY 比 HF 长 ,曲线 CY 必须 取 为 第 三 类 卵 形 线 的 第 一 部 
分 , 它 已 标记 为 3A3。 

要 是 假定 HY 比 FY 短 ,会 出 现 两 种 情形 :第 一 种 ,HY 超出 HF 
的 量 达 到 这 种 程度 ,使 它们 的 差 跟 整 条 线 毁 FY 的 比 ,大于 表示 折 
射 能 力 的 直线 发 中 较 小 的 e 由 较 大 的 4 之 比 ; 即 令 HF 一 ",HY 一 
十 ,那么 由 大 于 2ce 十 由。 在 这 种 情况 ,CY 必须 取 为 第 三 类 中 同 
一 卵 形 线 的 第 二 部 分 3Y3。 

在 第 二 种 情形 , 哆 小 于 或 等 于 2ce 十 eh, CY 取 为 第 二 类 卵 形 
线 的 第 二 部 分 3X2。 

最 后 ,车 点 开 和 点 F 相 重 ,FY 一 FC, 那 么 曲线 YC 是 个 

我 们 还 需要 确定 透镜 的 另 一 个 表面 CAC。 车 我 们 设 洲 在 它 上 
面 的 光线 平行 , 它 应 是 以 H 为 其 一 个 的 火 点 的 精 圆 ,其 形状 容易 
确定 .然而 , 当 我 们 设 光线 来 自 点 6, 则 透镜 必须 具有 第 一 类 黎 形 
线 的 第 一 部 分 的 形状 .该 卵 形 线 经 过 点 C, 它 的 两 个 烧火 点 是 G 和 
HH。 点 A 看 来 是 它 的 顶点 ,依据 是 :GC 超出 GA 的 部 分 比 HA 超出 
HC 的 部 分 等 于 上 比 e 。 因 为 若 令 k 表 示 CH 和 HM 的 差 , > 表 永 
AM, 那 么 + 一 x 表示 AH 和 CH 的 差 ;车 令 g 表示 缘 为 已 知 的 GC 和 
GM 的 差 , 那 么 9 十 + 表示 GC 和 GA 的 差 ; 由 于 9 十 z 红 一 站 一 diey 
我 们 知 gp 十 一 生 一 此 .或 4M 一 = 一 轨 士 全 , 它 使 我 们 得 以 全 
定 所 求 的 点 A。 


如 何 制作 有 如 上 功能 的 透镜 ， 
而 又 使 一 个 表面 的 凸 度 中 
如 一 表面 的 凸 度 或 四 度 形 成 给 定 的 比 


其 次 ,假设 只 给 定 了 点 G.C 和 F, 以 及 AM 对 YM 的 比 ;要 求 
确定 透镜 ACY 的 形状 ,使 得 所 有 来 自 点 6 的 光线 都 向 F 会 案 。 
在 这 种 情况 ,我 们 可 以 和 用 两 种 卵 形 线 Ac 和 YC, 它们 的 燃 
火 点 分 别 是 G,H 和 FH 为 了 确定 它们 ,让 我 们 首先 假设 两 普 具 
同 的 烽火 点 玉 为 已 知 , 于 是 ,AM 可 由 三 个 点 G.C 各 于 以 刚刚 解 
释 过 的 方法 确定 : 即 ,着 * 表示 CH 利 HM 的 差 , 9 表示 GC 和 GM 


的 差 , 又 若 AC 是 第 - -类 孵 形 线 的 第 一 部 分 , 则 我 们 得 到 AM = 


ge — ak 
d—e” 


于 是 ,我 们 可 依据 三 个 点 F.C 和 日 求 得 MY. 若 CY 是 第 三 类 
的 一 条 卵 形 线 的 第 一 部 分 ,我 们 取 # 代 表 MY, 了 代表 CF 和 FM 的 
差 , 那 么 CF 和 FY 的 差 等 于 /十 9 ;再 令 CH 和 HM 的 差 等 于 4 , 旭 
CH 和 HY 的 差 等 于 1 十 # .那么 t 十 y: 了 十 y 二 eid, 因为 该 卵 形 钱 
是 第 一 类 的 ,因此 MY= 至 二 时 ,所 以 AMTMY=AY= 名 二 人 ， 
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由 此 吕 得 .无 论点 可 可 能 落 在 哪 一 边 , 直 线段 AY 对 GC 十 CF 超出 
GF 的 部 分 的 比 . 总 等 于 表 估 玻璃体 折 射 能 力 的 两 条 直线 段 中 较 短 
的 对 两 直线 段 之 差 z 一 的 比 :这 给 出 了 一 条 非常 有 趣 的 定理 。 

正在 寻找 的 直线 段 AY, 必 须 按 适 当 的 比例 分 成 AM 和 MY， 
因为 M 是 已 知 的 ,所 以 点 A、Y、 最 后 还 有 点 日 ,都 可 依据 前 述 问题 
求 得 ,首先 ,我 们 必须 知道 这 样 求 得 的 直线 段 AM 是 大 于 ,等 于 或 
必须 中 为 已 考虑 过 的 第 三 类 
中 的 某 条 孵 形 线 的 第 一 部 分 。 当 出 现 小 于 的 情形 ,CY 必须 为 某 个 
第 -类 卵 形 线 的 第 一 2 分 .AC 为 某 个 第 三 类 卵 形 线 的 第 一 部 分 。 
最 后 , 当 AM 等 填 了 全 时 ,曲线 AC 和 CY 必须 双双 省 为 双 其 线 。 

上 述 两 个 | 问题 的 过 认可 以 推广 到 其 它 无 穷 多 种 情形 ,我 们 将 
不 在 这 里 推演 ,因为 它们 对 折光 学 没有 实用 价值 。 

我 本 可 以 进 - - 步 讨论 并 说 明 , 当 透镜 的 一 个 表面 是 给 定 的 , 它 
即 非 完全 平 直 、 亦 非 由 圆锥 截 线 或 圆 所 梅 或 ,此 时 如 何 确定 另 一 个 
表面 ,使 得 把 来 自 一 个 给 定点 的 所 有 光线 传送 到 另 一 个 也 是 给 定 
的 点 ,这 项 工作 并 不 化 我 刚刚 解释 过 的 问题 更 困难 ;确实 , 它 甚至 
更 容易 ,因为 方法 已 经 公开 ;然而 ,我 乐于 把 它 留 给 别人 去 完成 , 那 
样 ,但 们 也 许 会 更 好 地 了 解 和 欣赏 这 里 所 论证 的 那些 发 现 , 虽 然 他 
们 自己 会 遇 到 某 些 困难 。 


小 于 经 


如 何 将 涉及 平面 上 的 曲线 的 那些 讨论 
应 用 于 三 给 空间 或 曲面 上 的 曲线 


在 所 有 的 讨论 中 ,我 只 考虑 了 可 在 平面 上 描绘 的 曲线 ,但 是 我 
论述 的 要 点 很 容易 应 用 于 所 有 那样 的 时 线 ,它们 可 想象 为 某 个 物 
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体 上 的 点 在 三 维 空间 中 作 规则 的 运动 所 生成 .具体 收 法 是 从 所 考 
感 的 这 种 曲线 上 的 每 个 点 ,向 两 个 交 成 直角 的 平面 引 生 线 眉 , 鲜 线 
段 的 端点 将 措 绘 出 另 两 条 曲线 ;对 于 这 两 个 平面 中 的 每 一 个 上 面 
的 这 种 曲线 , 它 的 所 有 点 部 可 用 已 经 解释 过 的 办 法 确定 ,所 有 这 此 
点 又 都 可 以 跟 这 两 个 平 暂 所 共有 的 那 条 直线 上 的 点 建立 起 联系 ; 


由 此 ,三 维 曲线 上 的 点 就 完全 确定 了 。 


我 们 甚至 可 以 在 这 种 曲线 的 给 定点 引 一 条 直线 跟 该 曲线 成 直 
角 , 办 法 很 简单 ,在 每 个 平面 内 由 三 维 曲线 上 给 定点 引出 的 垂 线 的 
垂 足 处 ,分 别 作 直线 与 各 自 平 面 内 的 那 条 曲线 垂直 ,再 过 每 一 条 直 
线 作 出 另外 两 个 平面 ,分 别 与 含有 它们 的 平面 垂直 ,这 样 作出 的 两 


个 平面 的 交 线 即 是 所 求 的 三 直 真 线 。 


至 此 ,我 认为 我 在 理解 晶 线 方面 理 没 有 遗漏 什 么 本 质 的 东西 


了 。 


第 三 编 
立体 及 超 立 体 问 题 的 作 图 


能 用 于 所 有 问题 的 作 图 的 曲线 


毫 无 疑问 ,及 能 由 一 种 连续 的 运动 来 描绘 的 曲线 都 应 被 接纳 
进 玫 何 ,但 这 并 不 意味 着 我 们 将 随机 地 使 用 在 进行 给 定 问 题 的 作 
图 时 首先 碰 上 的 曲线 .我 们 总 晨 应 该 仔细 地 选择 能 用 来 解决 问题 
的 最 简单 的 曲线 ,但 应 注意 ,“ 最 简单 的 曲线 ”不 只 是 指 它 最 容易 摘 
给 , 亦 非 指 它 能 时 敏 所 论 问题 的 最 容易 的 论证 或 帮 图 ,而 是 指 它 应 
属于 能 用 来 确定 所 求 量 的 最 简单 的 曲线 类 之 中 。 


求 多 比例 中 项 的 例证 


例如 ,我 相信 在 求 任意 数 日 的 比例 中 项 时 ,没有 更 容易 的 方法 
了 ,没有 哪 一 种 论证 会 比 借助 于 利用 前 已 解释 过 的 工具 XYZ 描绘 
的 曲线 所 作 的 论证 更 清楚 的 了 .所 以 , 若 想 求 YA 和 YE 之 间 的 两 
个 比例 中 项 ,只 需 描绘 一 个 圆 ,YE 为 其 直径 并 在 D 点 穿 过 曲线 
AD; 于 是 ,YD 即 生 所 求 的 一 个 比例 中 项 , 当 对 YD 使 用 此 工具 时 、 
论证 立即 变 得 一 目 了 然 ,因为 YAt 或 YB) 比 YC 等 于 YC 比 YD, 义 
等 子 YD 比 YE。 

类 似 地 .为 求 YA 和 YG 之 间 的 四 个 比例 中 项 .或 求 YA 和 YN 


AC 


之 间 的 六 个 比例 中 项 ,只 需 茵 … 辐 YEG , 它 跟 AF 的 交点 确定 出 直 
线段 YF, 此 即 四 个 比例 中 项 之 一 ;或 画图 YHN, 它 跟 AH 的 交点 确 
定 出 直线 段 YH , 即 六 个 比例 中 项 之 一 ; 余 者 类 推 。 

但 曲线 AD 属于 第 二 类 ,而 我 们 可 以 利用 圆锥 蕉 线 求 两 个 比 
例 中 项 ,后 者 是 第 - -类 的 曲线 。 再 者 ,四 个 或 六 个 比例 中 项 可 分 别 
用 比 AF 和 AH 更 低 类 的 曲线 求 得 .因此 ,利用 那些 曲线 可 能 在 几 
何 上 旦 一 种 错误 。 另 一 方面 ,徒劳 地 企图 用 比 问题 的 性 质 所 限定 的 
曲线 类 更 简单 的 曲线 类 来 解决 作 图 问题 ,也 将 是 一 种 大 错 。 


方程 的 性 质 


在 给 出 一 些 法 则 以 避免 这 两 种 错误 之 前 ,我 必须 就 方程 的 性 
质 作 些 一 般 考 的 论述 。 一 个 方程 总 有 若干 项 组 成 ,有 的 为 已 知 , 丰 
的 为 未 知 , 其 中 的 一 些 合 在 一 起 等 于 其 余 的 ;甚至 可 以 让 所 有 的 项 


合作 一 起 等 无! 后 者 常常 是 进行 讨论 的 逆 好 形式 ， 
方程 能 有 几 个 概 


每 -- 个 方程 部 有 跟 方程 中 未 知 量 的 次 数 `.- 翌 多 的 不 同 的 根 
《未 知 量 的 值 ) 。 例 如 , 设 * 一 2, 或 * 一 2 一 0, 又 设 z=3, 或 z 一 3 一 9。 
把 z* 一 2==-0 和 <z 一 3 一 0 这 两 个 方程 相 滋 ,我 们 有 哺 一 5 十 6 一 0 或 卫 
一 到 一 6。 这 明 个 方程 ,其 中 z 取 值 为 2. 问 时 ,*r 述 取 值 为 3. 若 我 们 
接着 取 * 一 4 一 0 并 用 呈 一 5z 十 6= 0 溉 之 ,我 们 得 到 另 -个 方 释 忆 
一 gz 十 267 一 24= 一 0 其 中 是 三 次 的 ,因此 有 三 个 值 , 即 2.3 和 4 


何 为 假 根 


然而 .经 常会 出 现 一 些 根 是 殷 的 、 或 者 涪 比 无 更 小 的 情形 ,于 
是 ,如 果 我 们 设 < 表示 量 5 这 个 假 根 , 则 我 们 有 w+5=9, 它 用 一 
9 十 26z 一 24 一 0 先 之 后 变 为 志 一 47:--19z? 十 106z 一 120=0, 这 个 
方程 有 四 个 根 , 即 三 个 真 要 2 .3 和 4 ,一 个 假 根 5。 


* 箱 卡 儿 在 摘 述 方 称 的 次 数 时 * 乔 用 dmension 这 个 词 .在 讨论 几何 对 象 的 鲁 孝 时， 
电 用 这 同一 个 词 。 一 译 者 
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已 知 一 个 根 时 ,如 何 将 方 理 的 次 数 路 低 


显然 ,由 上 述 讨论 可 知 ,其 有 若干 个 根 的 方程 的 各 项 之 和 总 能 
被 这 样 的 二 项 式 路 尽 , 它 由 未 知 量 减 去 真 根 之 一 的 值 ,或 加 上 假 概 
之 一 的 值 组 成 . 据 此 ,我 们 能 使 方程 的 次 数 降低 。 


如 何 确定 任 一 给 定量 是 否 是 根 


另 一 方面 , 若 方程 各 项 的 和 不 能 被 由 未 知 量 加 或 减 某 个 别 的 
量 组 成 的 二 项 式 除 尽 , 则 这 个 “ 别 的 量 ? 就 不 是 该 方程 的 根 。 于 是 ， 
上 述 方程 所 一 4 一 19r: 十 106z 一 120 一 0 可 被 z 一 2.z 一 3 一 4 条 
士 5 除 尽 , 而 不 能 被 = 加 或 减 其 它 任何 一 个 量 所 除 尽 因此 ,该 方程 
公有 四 个 根 2.3.4 和 5。 


一 个 方程 有 多 少 真 根 


我 们 还 能 确定 任 一 方程 所 能 有 的 真 根 与 假 根 的 数目 ,办 法 如 
下 :一 个 方程 的 真 根 数 目 跟 它 所 舍 符号 的 变化 、 即 从 十 到 一 或 从 一 
到 十 的 多 寡 一 致 ;而 其 假 根 的 数目 , 跟 连 续 找到 两 个 十 号 或 两 个 一 
号 的 次 数 一 样 。 


?1 


于 是 ,在 最 后 一 个 方程 中 , 因 十 z! 之 后 是 一 42*, 出 现 了 从 十 到 
一 的 一 次 符号 变化 ,一 19z 之 后 是 十 106r, 十 106z 之 后 是 一 120, 又 
出 现 了 两 次 变化 ,所 以 我 们 知道 有 三 个 真 根 ; 因 一 后 之 后 是 一 
19z ,那么 有 -~ 个 假 根 。 


如 何 将 假 根 变 为 趁 根 ,以 及 将 真 根 变 为 假 根 


我 们 还 很 容易 将 方程 变形 ,使 得 它 的 折 有 假 根 都 变 为 真 根 , 所 
有 真 根 都 变 为 馒 根 .办 法 是 改变 第 二 、 第 四 、 第 六 及 所 有 侦 数 项 的 
符号 ,保持 第 一 .第 三 、 第 五 及 其 它 奇数 项 的 符号 不 变 。 这 样 , 若 代 
替 


十 2 一 4 一 19z2 十 106z 一 120 一 0， 
我 们 写 出 

十 z' 十 4 一 19z7 一 106z 一 120 一 0， 
则 我 们 得 到 的 是 具有 一 个 真 很 5 和 三 个 假 根 2、.3、4 的 方程 ， 


如 何 将 方程 的 根 变 大 或 缩小 


当 一 个 方程 的 根 末 知 ,而 希望 每 -- 个 根 都 增加 或 减 去 某 个 已 
知 数 时 ,我 们 必须 把 整个 方程 中 的 未 知 量 用 另 一 个 量 代替 , 它 比 原 
未 知 量 大 一 个 或 小 一 个 那个 已 知 数 , 于 是 , 若 希 望 方程 
好 十 4m3 一 19z2 一 106z 一 120=0 
的 每 个 根 的 值 增加 8, 那么 用 3 代替 *, 并 令 9 比 大 3, 即 4 一 3 一 z。 
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此 时 ,对 开 天 ,我 们 代 之 以 9 一 3 的 平方 或 关 一 6 十 
以 它 的 立方 . 即 六 一 9 十 27y 一 27; 对 于 , 代 以 
12 十 5y: 一 108y 十 81。 在 上 述 方程 中 代入 这 些 值 
们 得 到 


y'—12y dy —108y+81 
十 4y 一 36 六 二 108y 一 108 
一 19¥ 十 114y 一 171 

一 106y 十 318 

一 120 


太一 一 
或 刀 一 8 一 9 十 8 一 0。 


现在 , 它 的 真 根 是 8 而 不 是 5, 因 为 它 已 补 增加 3。 


95 对 于 也, 代 之 
四 次 方 .或 六 一 
并 进行 归并 ,我 


0， 


执 一 方面 , 录 希 


户 问 一 方程 的 根 都 减少 3. 我们 必须 令 y+3=z 十 By 十 9 二 * 等 


等 ,代替 zi 寺 44; 一 19** 一 106x 一 120 一 0, 我 们 得 人 
十 12y 十 54y 二 108g 十 81 
十 4 十 36 基 十 108g 十 108 
一 19 玉 一 114y 一 17 开 
-106y 一 318 
一 120 


并 十 168: 十 ?1 六 一 条 一 420 一 0。 


我 们 可 通过 增 大 真 根 来 缩小 假 根 ;或 者 相反 


应 该 注意 ,… 个 方程 的 真 根 的 加 大 必 使 假 根 以 同样 的 量 减 小 ; 
相反 . 真 根 的 缩小 会 使 假 根 增 大 ; 背 以 等 于 真 根 或 假 根 的 量 来 减 小 
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它们 , 则 将 使 条 变 成 零 ;, 以 比 根 大 的 量 来 减 小 沁 .那么 会 使 真 根 变 
披 、 候 根 变 真 .所 以 ,给 真 根 增加 3 我 们 就 使 每 个 假 根 都 变 小 了 , 原 
先是 4 的 现 只 古 1, 原 是 3 的 根 变 成 了 零 , 原 荐 2 的 现在 成 了 真 根 . 它 
等 于 1, 因 为 一 2 十 3 一 十 1。 这 说 明 为 什么 方程 一 8' 一 y 十 8 二 0 仅 
有 三 个 棚 , 其 中 的 酚 个 1 和 8 是 真 根 , 第 二 个 也 是 1, 但 是 假 根 ; 而 世 
一 个 方程 六 一 16¥ 十 ?1 一 委 一 420 二 0 仪 有 一 个 真 根 2( 因 为 十 5 一 
3 一 十 2), 以 及 三 个 假 根 5.6 和 7。 


如 何 消去 方程 中 的 第 二 项 


于 是 ,这 种 变换 一 个 方程 的 根 而 光 须 先 确定 它们 的 信 的 方法 ， 
产生 两 个 将 被 证 明 是 有 用 的 结论 :第 一 ,我 们 总 能 消去 第 二 项 。 若 
方程 第 一 和 第 二 项 的 符号 相反 ,只 要 使 它 的 真 根 缩小 一 个 量 ,该 量 
由 第 二 项 中 的 已 知 量 除 以 第 一 项 的 次 数 而 得 ;或 者 , 若 它 们 具有 相 
同 的 符号 ,可 通过 使 它 的 根 增加 同样 的 量 而 达到 目的 .于 是 ,为 了 
消 告 方程 六 十 16p 十 71P 一 4 一 420 一 0 中 的 第 二 项 ,我 用 16 除 以 4 
( 即 z 中 z 的 次 数 ), 商 为 4, 我 令 :一 4 一 那么 

对 一 1623 十 9622 一 256z 十 256 
二 16z3 一 192z2 十 768z 一 1024 
二 ?lz—568z—1136 


一 42 十 16 
一 420 
他 一 252? 一 60* 一 36 一 0 


方程 的 真 根 原 为 2 而 现在 是 6, 因 为 它 已 增加 了 4; 而 假 根 5.6.7 成 了 
1.2 和 3, 因 为 每 个 根 减 小 了 4, 类 侯 地 .我 们 可 消去 z! 一 2az? 十 C20? 
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一 0 一 240z 二 一 0 的 第 二 项 ; 国 24 除 以 4 得 去 o 我 们 必须 令 = 十 


证 =<, 那么 


3 1 1 
4 3 2 3 4 
2 二 202 十 到 和 十 可 9 十 ji64 


3 1 
一 3 dg 一 -0 一 一 dl4 
2az3 一 3622 pi 本 


十 nz 十 20z 十 部 


1 

ol ts eo? 
4 

一 203z 一 经 

+at 


十 二) 十 剖 4 一 二 ee2 一 4。 


车 能 求 出 :的 值 , 则 加 上 序 * 就 得 到 * 的 值 。 


如 何 使 假 根 变 为 走 根 而 不 让 真 根 变 为 候 根 


第 二 ,通过 使 每 个 根 都 增加 一 个 比 任何 假 根 都 大 的 量 ,我 们 可 
使 所 有 的 根 都 成 为 真 根 .实现 这 一 点 后 就 不 会 违 续 出 现 十 或 一 的 
项 了 ;进而 ,第 三 项 中 的 已 知 量 将 大 于 第 二 项 中 已 知 量 的 一 半 的 平 
方 * 这 一 点 即使 在 假 根 是 未 知 时 也 能 办 到 ,因为 总 能 知道 它们 的 近 
似 值 ,从 而 可 以 让 根 增加 一 个 量 ,该 量 应 大 到 我 们 所 需要 的 程度 ， 
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更 大 些 也 无 仿 。 于 是 , 若 绘 定 
于 十 na 一 6a2zi 十 36n3x3 一 216nt22 十 1296nsz 一 77762s 一 人 
令 3% 一 如 一 z, 我 们 便 有 


$6n } to #4320xs | #*-+19440nt | #7— 46656ns) y+46656nr 1 
十 划一 aor] + 360m | 一 2160x | 十 6480u| 一 7776xe 
一 6 十 we 一 1296n 十 5184m8 一 7776n5 

十 “36ns 


一 216m 十 2592s 
十 1296ms 


一 7776n5 
一 7776n 
— 7776ns 


ye — 35ng + 50d gy — 3780n ys 15120n y:—27216ns y—0. 


一 648n4 | 一 7776o8 > 


显然 ,第 三 项 中 的 已 知 量 504r2 大 于 Sn 的 平方 , 亦 即 大 于 第 二 项 中 
己 知 量 一 半 的 平方 ;并 且 不 会 出 现 这 种 情形 ,为 了 假 根 变 真 根 所 需 
要 增加 的 量 ,从 它 跟 给 定量 的 比 的 角度 看 ,会 超出 上 述 情形 所 增加 
的 量 。 


如 何 补 足 方程 中 的 缺 项 


若 我 们 不 需要 象 上 述 情形 那样 让 最 后 一 项 为 零 , 为 此 目的 就 
必须 使 根 再 增 厌 一些. 同样, 车 想 提高 一 个 方程 的 次 数 , 又 要 让 它 
的 所 有 的 项 都 出 现 , 比如 我 们 想 要 蔡 代 一 6 二 0 而 得 到 一 个 没有 
一 项 为 零 的 六 次 方程 ;那么 ,首先 将 一 ;一 0 写成 一 如 一 0, 并 令 
ya=z, 我 们 即 可 得 到 

Bays 15ay:—20a3ys 十 15aly? 一 (6a5 十 b)y 十 a 十 ab=0。 
显然 ,无 论 量 4 多 么 小 ,这 个 方程 的 每 一 项 都 必定 存在 。 
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如 何 滋 或 除 一 个 方程 的 根 


我 们 也 厅 以 实现 以 -个 给 定 的 量 来 乘 或 除 某 个 方程 的 所 有 的 
根 , 而 不 必 事 先 确 定 出 它们 的 值 ,为 此 ,假设 未 知 量 用 -个 给 定 的 
数 滋 或 除 之 后 等 寺 第 二 个 未 知 量 ,然后 ,用 这 个 给 定 的 量 乘 或 除 第 
二 项 中 的 已 知 量 , 用 这 个 给 定量 的 平方 乘 或 除 第 三 项 中 的 已 知 量 ， 
用 它 的 立方 乘 或 除 第 四 项 中 的 已 知 量 ,… ,一 直 做 到 最 后 一 项 。 


如 何 消除 方程 中 的 分 数 


这 种 手段 对 于 把 方程 中 的 分 数 项 改变 成 整数 是 有 用 的 ,对 各 
个 项 的 有 理化 也 常常 有 用 .于 是 , 若 给 定 z= 一 W 了 z 十 史 z 一 


一 8___0, 设 在 在 符合 下 求 的 务 一 方程 ,其 此 
3 0, 设 存在 符合 要 求 的 务 一 方程 ,其 中 所 有 的 项 皆 以 有 理 


数 表示 . 令 y 一 ,并 以 W 3 薪 第 二 项 .以 3 乘 第 三 项 ,以 3 
乘 最 后 -: 项 ,所 和 方程 为 扩 一 37 十 多 9 一 二 一 0 接著 ,我 们 要 求 用 
已 知 量 全 以 整数 表示 的 另 … 方 程 来 赫 代 它 。 令 ?一 35, 以 3 乘 3,9 乘 
型 .27 乖 号 ,我 们 得 到 

一 9z2 寺 26: 一 24 一 0。 
此 方程 的 根 是 2.3 和 4; 因 此 前 一 方程 的 根 为 弛 .1 和 亏 . 而 第 一 个 方 


程 的 根 为 了 V 可 、 二 本 基业 了。 
如 何 使 方程 任 一 项 中 的 已 知 量 等 于 任意 给 定 的 量 


这 种 方法 还 能 用 于 使 任 一 项 中 的 已 知 量 等 于 某 个 给 定 的 量 。 
车 给 定 方程 


2 一 zz 十 cq 一 0， 
要 求 写 出 一 个 方程 ,使 第 三 项 的 系数 ( 即 世 ) 由 3c? 来 替代 . 令 


,fe 
=zy 准 ， 
我 们 得 到 
FP ay V3 = 0。 
” 真 根 和 假 根 都 可 能 是 实 的 或 虚 的 


无 论 是 真 根 还 是 假 根 , 它 们 并 不 总 是 实 的 ;有 时 它们 是 虚 的 ; 
于 是 ,我 们 总 可 以 想象 ,每 一 个 方程 都 具有 我 已 指出 过 的 那样 多 的 
根 ,但 并 不 总 是 存在 确定 的 量 跟 所 想象 得 到 的 每 个 根 相 对 应 我们 
可 以 想象 方程 #3 一 6z: 十 13z 一 10 二 0 有 三 个 根 ,可 是 仪 有 一 个 实 根 
2; 对 其 余 两 个 根 , 尽 管 我 们 可 以 按 刚 刚 建立 的 法 则 使 其 增 大 、 变 等 
或 者 倍增 ,但 它 们 始终 是 虚 的 。 
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平面 问题 的 三 次 方程 的 简约 


当 某 个 问题 的 作 图 蕴含 了 对 一 个 方程 的 求解 ,该 方程 中 未 知 
量 达 到 三 次 , 则 我 们 必须 采取 如 下 缆 骤 : 

首先 , 若 该 方程 含有 一 些 分 数 系 数 , 则 用 上 面 解释 过 的 方法 将 
甚 变 为 整数 ; 若 它 含有 不 尽 方 根 ,那么 只 要 可 能 就 将 其 变 为 有 理 
数 , 或 用 乘法 或 用 其 它 容易 找到 的 若干 方法 中 的 一 种 组 可 .第 二 ， 
依次 检查 最 后 一 项 的 所 有 因子 ,以 确定 方程 的 左 端 部 分 ,是 知 能 被 
由 未 知 量 加 或 减 这 些 因 子 中 某 个 所 构成 的 二 项 式 除 尽 ,若是 , 则 该 
问题 是 平面 问题 , 即 它 可 用 直 尺 和 圆规 完成 作 图 :较为 任 一 个 二 项 
式 中 的 已 知 量 都 是 所 求 的 根 ,或 者 说 , 当 方 程 的 左 端 能 被 此 二 项 式 
除 尽 ,其 商 就 是 二 次 的 了 ,从 这 个 商 出 发 ,如 在 第 一 编 中 解释 过 的 
那样 , 即 可 求 出 根 ， 

例如 ,给 定 六 一 8y: 一 124y? 一 64 一 0。 最 后 一 项 64 可 被 1、2,4,8、 
16、32 和 64 除 尽 ; 因 此 ,我 们 必须 弄 清楚 方程 的 左 端 是 否 能 被 六 一 
1 十 二 六 一 2 六 十 2、 玉 一 4 等 二 项 式 除 尽 ,由 下 式 知 方程 可 被 亚 一 
16 除 尽 : 


十 芒 一 8 一 124382 一 564 一 0 
二 
8 一 16 六 —128y 
一 16 一 41 


y+ By =0。 


用 含有 根 的 二 项 式 除 方程 的 方法 


从 最 后 一 项 开始 ,我 以 一 16 除 一 64, 得 十 4; 把 它 写 成 商 ; 以 
十 及 乘 十 4, 得 十 名 ,并 记 成 被 除数 (但 必须 永远 采用 由 这 种 乘法 所 
得 符号 之 相反 的 符号 )。 将 一 124% 和 一 4 相 加 ,我 得 到 一 1288。 用 
一 16 来 除 它 , 我 得 到 商 十 89? ;再 用 六 来 乘 ,我 应 得 出 一 8y*, 将 其 加 
到 相应 的 项 一 8y' 上 之 后 作为 被 除数 , 即 一 16y, 它 被 一 16 除 后 的 商 
为 十 WH; 亚 将 一 上 加 到 十 六 上 得 到 零 ,这 表明 这 一 除法 除 尽 了 。 
然而 , 若 有 余数 存在 ,或 者 说 如 果 改 变 后 的 项 不 能 正好 被 16 除 
尽 , 那 么 很 清楚 ,该 二 项 式 并 不 是 一 个 因子 。 
2 a oe 
—20 十 cf 


其 最 后 一 项 可 被 eo?、a? 二 人 * 和 十 ae? 等 除 尽 , 但 仅 需 考虑 其 中 的 

两 个 , 即 2 和 十 ,其 余 的 将 导致 比 倒数 第 二 项 中 已 知 量 的 次 数 

更 高 或 更 镍 的 商 ,使 除法 不 可 能 进行 ,注意 ,此 处 我 将 把 六 考虑 成 

是 三 次 的 ,因为 不 存在 的 六.Y 或 4 这 绊 的 项 . 试 一 下 二 项 式 
yr—as—o—0D, 


我 们 发 现 除法 可 按 下 式 进行 ， 


3 


2 
一 cj 十 gc | 


这 说 明 ,o: 十 c 是 盾 求 的 根 , 这 是 容易 用 乘法 加 以 验证 的 。 


一 0， 


方程 为 三 次 的 立体 问题 


当 所 讨论 的 方程 找 不 到 二 项 式 因子 时 ,依赖 这 一 方程 的 原 问 
题 肯定 是 立体 的 .此 对 ,再 试图 仅 以 闸 和 直线 去 实现 问题 的 作 图 就 
是 大 错 了 ,正如 利用 圈 锥 截 线 去 完成 仅 需 圆 的 作 图 问题 一 样 :因为 
任何 无 知 都 可 称 为 错误 。 


平面 问题 的 四 次 方程 的 简约 ,立体 问题 


若 给 定 一 个 方程 ,其 中 未 知 量 是 四 次 的 ,在 除去 了 不 尽 方 根 和 
分 数 后 ,查看 一 下 是 否 存在 以 表达 式 最 后 一 项 的 因子 为 其 一 项 的 
二 项 式 , 它 能 除 尽 左边 的 部 分 。 如 果 能 找到 这 种 二 项 式 ,那么 该 二 
项 式 中 的 已 知 量 即 是 所 求 的 根 ,或 者 说 , 作 除法 之 后 所 得 的 方程 仅 
是 三 次 的 了 ;当然 我 们 必须 用 上 述 同样 的 方法 来 处理, 如果 找 不 到 
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这 样 的 二 项 式 ,我 们 必须 将 根 增 大 或 缩小 ,以 便 消去 第 二 项 ,其 方 
法 已 在 前 面 作 过 解释 ;然后 , 按 下 述 方法 将 其 化 为 男 一 个 云 次 方 
程 : 蔡 代 

zt 十 2? 土 并 土 "二 0， 


我 们 得 到 

¥ 十 2 十 (7 土 4r)y 一 97 二 0。 
对 于 双 符 号 ,车 第 一 式 中 出 现 十 ,第 二 式 中 就 取 十 27; 若 第 一 式 中 
出 现 一 p. 则 第 三 式 中 应 写 一 2p; 相 肥 地 ,车 第 一 式 中 为 十 ,第 二 式 
中 取 一 各 ,车 为 一 "* 则 取 十 加。 但 无 论 第 一 式 中 所 含 为 十 ? 或 一 9， 
在 第 -一式 中 我 们 总 是 写 一 和 和 十 亚 , 倘 若 z** 和 ¥¥ 都 取 十 号 的 话 ; 否 
则 我 们 写 十 兰 和 一 莽 , 例 如 ,给 定 
2 一 4z? 一 8z 十 35 一 0， 


以 下 式 埋 代 它 : 

折 一 8 一 124 拓 一 64 一 0. 
为 , 当 7p 一 一 4 时 ,我 们 用 一 8y* 替 代 2py*; 当 > 一 35 时 ,我 们 用 (16 
一 140)g? 或 一 124y 赫 代 Cp? 一 47)y; 当 4 二 8 时 ,我 们 用 一 64 替 代 
一 FY. 类 似 的 ,替代 


2 一 17z2 一 20z 一 6 一 0， 
我 们 必须 写 下 
5 一 34y( 十 3131 一 400 一 0， 
因为 34 是 17 的 两 倍 ,313 是 17 的 平方 加 6 的 四 倍 ,400 是 20 的 平方 。 
使 用 同样 的 法 ,替代 

二 二 《一 一 (二 gc) 一 ie 了 ac 一 0， 
我 们 必须 写 出 

Far— 2 y+ ea) — 2 —ar0t 0; 


因为 


5 2 
a tac, 


4 


plead ete 
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最 后 ， 
= 一 2atc dct, 
当 方 程 已 被 约 化 为 三 次 时 , 严 的 值 可 以 用 已 解释 过 的 方法 求 
得 ,着 做 不 到 这 一 点 ,我 们 便 无 需 继 经 做 下 去 ,因为 问题 必然 是 立 
体 的 .着 能 求 出 好 的 值 ,我 们 可 以 利用 它 把 前 面 的 方程 分 成 另外 两 
个 方程 ,其 中 每 个 都 是 二 次 的 ,它们 的 根 跟 原 方程 的 根 相 同 。 葵 代 
.十 + 十 pr? 土 和 十 "一 0, 我 们 可 写 出 两 个 方程 


， 1 1 9 
tr wt tart2™! 


和 十 zi 十 去 9 士 读 p 十 太一 
对 于 双 符 号 , 当 ? 取 加 号 时 ,在 每 个 新 方程 中 就 取 十 于 pi 当 ” 取 减 
号 时 ,就 取 一 诗 p. 若 4 取 如 号 , 则 当 我 们 取 一 示 时 ,相应 地 取 十 务 ， 


当 取 十 w 时 , 则 用 一 部 :着 9 取 负 号, 情况 正好 相反 。 也 以 ,我 们 窗 
易 确 定 所 论 方程 的 所 有 的 根 , 接 着 ,我们 只 要 使 用 圆 和 直线 即 可 完 
成 与 方程 的 解 相关 的 问题 的 作 图 .例如 ,以 一 349 十 313y* 一 400 
一 ( 普 代 xz 一 172 一 20z 一 6 一 0, 我 们 可 求 出 交 一 16; 于 是 替代 十 了 
一 17z? 一 20z 一 6 二 0 的 两 个 方程 为 十 一 和 一 3 二 0 和 十 *“ 十 所 十 2 二 
0 因为 4 一 4 二 六 二 81p 二 17,9 一 20, 玫 有 

十 到 7 一 二 一 起 
和 十 于- 证 昌 下 2， 
我 们 求 出 这 两 个 方程 的 根 ,也 就 得 到 了 含 z 的 那个 方程 的 根 , 它 们 
-个 是 真 根 4/ 7 了 十 2, 三 个 是 假 根 w/ 7 一 2,2 十 M2 和 2 一 M2。 当 
给 定 z 一 包 一 8 十 35 一 0, 我 们 得 到 闫 一 8p 一 1248 一 64 一 全 因 后 
一 方程 的 根 是 16 ,我们 必定 可 写 出 吧 一 生 十 5 一 0 和 安 十 4 十 ?一 0。 
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因为 对 于 这 一 情形 ， 
二 7 一直 部 一 5 
且 十 二 rr 一 ?十 曲 -7。 
这 两 个 方程 即 无 真 根 亦 无 假 根 , 由 此 可 知 , 原 方程 的 四 个 根 都 是 虚 
的 ;四 方程 的 解 相 关 的 呵 题 是 平面 问题 ,但 其 作 图 却 是 不 可 能 的 ， 


为 那些 给 定 的 量 不 能 协调 一 致 
类 似 地 ,对 已 给 的 


2 二 ( $e C2 一 (gi 十 qc?)a 十 站 “一 ee 一 0， 


因 我 们 得 出 了 六 = 十 不 ,所 以 必定 可 写 出 
2 TT Yao=0 


有 2 十 VTOs 十 这 q 十 $e VETte~=0,。 


由 于 9 一 YETZ, 十 二 ?二 二 ?一 二 中 ,上 且 吉 一 站 o WETZ 故我 们 
有 


= 让 VT 十/ 一 二 二 本 十 二 WEB 下 


se 十 上 十 训 s W2T。 
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利用 简约 手段 的 例 征 


为 了 强调 这 条 法 则 的 价值 ,我 将 用 它 来 解决 一 个 问题 ,给 定 正 
方形 AD 和 直线 眉 BN ,要 求 延长 AC 边 至 了 ,使 得 在 EB 上 以 E 为 
始点 标 出 的 EF 等 于 NB。 

帆 普 斯 指出 ,车 BD 
延长 至 6, 使 得 DG = 
DN, 并 以 BG 为 直径 在 
其 上 作 一 圆 , 则 直线 Ac 
(延长 后 ) 与 此 圆 的 圆周 
的 交点 即 为 所 求 的 点 。 

不 热 悉 此 种 作 图 的 
人 可 能 不 会 发 现 它 。 如 果 他 们 运用 此 处 提议 的 方法 ,他 们 绝 不 会 起 
到 取 DG 为 未 知 量 , 而 会 去 取 CF 或 ED, 因为 后 两 者 中 的 任何 一 个 
都 能 更 加 容易 地 导出 方程 ,他 们 会 得 到 一 个 方程 ,但 不 借助 于 我 刚 
刚 解 释 过 的 法 则 , 解 起 来 不 容易 ， 

比如 , 令 a 表示 BD 或 CD,c 表 示 EF,z 囊 示 PDF, 我 们 有 CF= 
a 一 +; 又 因 CF 比 FE 等 于 FD 比 旺 ,我 们 可 写作 


4 一 IC 一 TIBFE， 


国 此 BF 一 ;所 ,在 直角 家 形 BDF 中 ,其 边 为 = 和 它们 的 平方 
和 ?十 of 等 于 伸 边 的 平方 , 即 二 -Sm 两 者 同 用 愤 一 2ux 二 ze 科 ， 
我 们 得 到 方程 ， 

旭 一 2az3 十 282 一 203r 十 昌 一 cz 


或 下 一 2az3 十 (202 一 cz 一 2ozr 十 ad 一 0。 


根据 前 述 法 则 ,我 们 策 可 知道 其 根 , 即 直线 段 DF 的 长 度 为 


Por fet le /de et le ar, 

另 -" 方 面 ,车 我 们 将 BF,CE 或 BE 作为 未 知 量 ,我 们 也 会 得 到 
一 个 四 次 方程 ,但 解 起 来 比较 容易 ,得 到 它 也 相当 简单 。 

车 利用 DG, 则 得 出 方程 将 相当 困难 ,但 解 方程 十 分 简单 .我 
讲 这 些 只 是 为 了 提醒 你 , 当 所 提出 的 问题 不 是 立体 问题 时 , 若 用 某 
种 方法 导出 了 非常 复杂 的 方程 ,那么 一 般 而 论 ,必定 存在 其 它 的 方 
法 能 找到 更 简单 的 方程 。 

我 可 以 再 讲 几 种 不 辣 的 、 用 于 解 三 次 或 四 次 方程 的 法 则 ,不 过 
它们 也 许 是 多 余 的 ,因为 任何 一 个 平面 问题 的 作为 都 可 用 已 给 出 
的 法 则 解决 。 


简约 四 次 以 上 方程 的 一 般 法 则 


我 倒 想 说 说 有 关 五 次 .六 次 或 更 高 次 的 方程 的 法 则 ,不 过 我 襄 
欢 把 它们 归 总 在 一 起 考虑 ,并 叙述 下 面 这 个 一 般 法 则 ， 

首先 ,尽力 把 给 定 方程 变 成 另 一 种 形式 , 它 的 次 数 与 原 方程 相 
同 ,但 可 由 商 个 次 数 较 低 的 方程 相 汇 而 得 假如 为 此 所 作 的 一 切 努 
力 都 不 成 功 ,那么 可 以 肯定 所 给 方程 不 能 约 化 为 更 简单 的 方程 :所 
以 ,车 它 是 三 或 四 次 的 , 则 依赖 于 该 方程 的 同 题 就 是 立体 问题 ;车 
它 是 玉 次 或 六 次 的 , 则 问题 的 复杂 性 又 增高 一 级 , 依 此 类 推 ,我 略 
去 了 大 部 分 论述 的 人 论证 ,因为 对 于 我 来 说 太 简 单 ;如 果 你 能 不 怕 麻 
烦 地 对 它们 系统 地 进行 检验 ,那么 论证 本 身 就 会 显现 在 你 面前 ,就 
学 习 而 论 : 这 比 起 只 是 阅读 更 有 价值 。 
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所 有 简约 为 三 或 四 次 方程 的 立体 问题 
的 一 般 作 图 法 则 


当 确 知 所 提出 的 是 立体 问题 ,那么 无 论 问题 所 依赖 的 方程 是 
四 次 的 或 仅 是 三 次 的 ,其 根 总 可 以 依 洁 三 种 图 稚 鹤 线 中 的 某 一 种 
求 得 ,甚或 靠 它们 中 某 一 种 的 某 个 部 分 (无 论 多 么 小 的 一 级) 加 上 
轴 和 直线 求 出 。 我 将 满足 于 在 此 给 出 车 抛物 线 就 能 将 根 全 部 求 出 
的 一 般 法 则 ,因为 队 
某 种 角度 看 , 它 是 那 
些 申 线 中 最 简单 的 。 

首先 , 当 方 程 中 
的 第 二 项 不 是 零 时 ， 
就 将 它 消去 .于 是 ,车 
给 定 的 方程 是 三 次 
的 , 它 可 化 为 对 一 土 
azz 士 ee 这 种 形式 ; 若 
它 是 四 次 的 , 则 可 化 
为 4 士 apz 士 qz 十 
qr 当选 定 a 作为 单 
位 ,前 者 可 写成 到 
二 士 所 士 9, 后 者 变 为 
二 十 pH? 十 4 土 7。 设 
抛物 线 FAG 已 描绘 
好 ; 并 设 ACDKL 为 


其 办 ,或 1 为 其 正 焦 芒 , 它 等 于 
2ACLC 在 摔 物 线 内 ). A 为 其 顶 
点 ,截取 CD~ 子 ?使 得 当 方程 全 
有 十 ?时 ,点 D 和 点 A 落 在 C 的 
间 一 侧 , 而 当 方程 含有 一? 时 , 它 
们 落 在 c 的 两 侧 ,然后 ,在 点 D 
(或 当 ?=0 时 ,在 点 C) 处 画 DE 
垂直 于 CD, 使 得 DE 等 于 于 4 当 
给 定 方程 是 三 次 5 即 为 零 ) 时 ， 
以 E 为 心 .AE 为 半径 作 国 FG。 

落 方 程 含有 十?, 那 么 ,在 滑 
长 了 的 AE 的 一 侧 截取 AR 等 子 
,在 另 一 全 截取 AS 等 于 抛物 线 
的 正 焦 弦 , 即 等 于 1; 然 后 ,以 RS 
为 直径 在 其 上 作 阅 ,于 是 ,车 夯 
AH 垂直 于 AE, 它 将 与 贺 RHS 
在 点 于 相交 , 另 一 贺 FHG 必 
经 过 此 点 。 

若 方程 含有 一 "以 AE 为 
直径 在 其 上 作 贺 ,在 鸭 内 嵌入 
一 条 等 于 AH 的 线段 Al; 那 
么 ,第 一 个 加 必定 经 过 点 I。 

现在 , 赔 FG 可 能 在 1 个 2 
个 .3 个 或 4 个 点 处 与 抛物 线 相 
交 或 切 触 ;如 果 从 这 些 点 向 轴 
上 引 垂 线 ,它们 就 代表 了 方程 
所 有 的 根 ,或 是 真 根 、 或 是 假 
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根 , 若 量 9 为 正 , 真 根 将 是 请 如 跟 圆 心 E 同 在 抛物 线 一 侧 的 恒 线 
FL: 而 其 余 如 GK 这 样 的 将 是 假 根 . 另 一 方面 , 若 ? 是 负 的 , 真 根 将 
是 在 另 一 侧 的 琵 线 , 假 根 或 者 说 负 根 "将 跟 圆 心 E 在 同一 侧面 。 若 
三 束 抛物 线 即 不 相交 也 不 相 
切 , 这 表 阴 方程 即 无 真 根 . 亦 
无 假 根 , 此 时 所 有 的 根 都 是 
碟 的 。 

这 条 法 则 显然 正 是 我 们 
所 能 期 待 的 . 即 具 一 般 性 又 
是 很 完全 的 法 则 ,要 论证 它 
也 十 分 容易 。 若 以 z 代表 如 
上 作出 的 直线 段 GK, 那 么 
AK 为 22, 因为 据闻 物 线 的 性 
质 可 知 ,GK 是 AK 跟 正 焦 弦 
( 它 等 于 1) 之 癌 的 比例 中 项 。 
所 以 , 当 从 AK 中 减 去 AC 或 


言及 CD 或 译 ? 之 后 ,所 余 的 
正 是 DK 或 EM, 它 等 于 = 一 二 ?一 去 ,其 平方 汶 


1 1 1 
pp z 
2p 3 十 本 下 十 三? 十 可。 


又 因 DE=-KM = 去 9, 整 条 直线 段 GM 一 z 十 去 r,GM 的 平方 等 于 了 
十 9 十 二 人 .将 上 述 两 个 平方 相 加 ,我 们 得 台 一 本 十 te 二 人 十 于 
二 二 ?十 本 .此 即 GE 的 平方 ,因为 GE 是 直角 三 角形 BMG 的 斜 过 ， 


， 币 卡 儿 在 这 里 首次 直 楼 使 用 " 彼 根 * 的 回 义 语 * 负 根 *, 请 六 为 "Les fausses ou moin- 
ares que riea”, 直 译 为 ! 候 根 或 比 无 过 小 的 根 ， 一 评 关 
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但 GE 又 是 圆 FG 
的 半径 ,因此 可 用 另 一 


种 方式 表示 . 因 ED 一 去 
4 AD 一 二 ?十 去,ADE 
是 直角 ,我 们 可 得 


正 A 一 


1 工 


了 工 ? 十 工 zz 十 工 p 十 工 
VY Ar tar artye 


于 是 ,由 HA 是 AS( 或 
1) 眼 AR( 或 ") 之 间 的 
比例 中 项 ,可 得 HA = 
7 ;又 因 EAH 是 直 
角 ,HE 或 EG 的 平方 为 


lr lptl 
jt Ar +t sr 


+ 了 + 


我 们 从 这 个 表达 式 和 已 
得 到 的 那个 式 子 可 导出 
一 个 方程 ,该 方程 形 如 
列 二 2 一 qz 十 r， 从 而 证 
明了 直线 段 GK、 或 者 
说 = 是 这 个 方程 的 根 ， 
当 你 对 所 有 其 它 的 情形 
应 用 这 种 方法 时 ,内需 
将 符号 作 适 当 的 变化 ， 


你 会 确信 它 的 用 途 ,. 因 此 .我 无 需 再 就 这 种 方法 多 费 笔 墨 。 


对 风 例 中 项 的 求法 


现在 让 我 们 利 甩 此 法 求 直 线段 * 和 之 间 的 两 个 比例 中 项 。 
显然 , 若 我 们 用 = 玫 示 两 比例 中 项 中 的 一 个 , 则 有 a:z 一 2 本 一 


芝 : 扎 ,我 们 由 此 得 到 9 和 之 问 关系 的 方程, 即 2 一 orq。 
以 AC 方向 为 轴 措 绽 一 条 抛物 线 FAG,AC 等 于 吉 0, 即 等 于 正 


焦 弦 的 一 半 。 然 后 , 作 CE 等 于 二 4， 它 在 点 与 AC 垂直 ;并 描绘 以 
E 为 心 .通过 A 的 圆 AF. 于 是 ,FL 和 LA 为 所 求 的 比例 中 项 。 


再 举 一 例 , 设 要 求 将 角 NOP, 或 更 贴切 地 说 将 贺 弧 NQTR 分 
成 三 等 分 。 令 NO 一 1 为 该 圆 的 半径 ,NP~9 为 给 定 弧 所 对 的 弦 ,NQ 
二 z 为 该 驱 的 三 分 之 一 所 对 的 台 , 于 是 ,方程 应 为 一 3z…g。 因 为 ， 
联接 NQ.oQ 和 oT, 并 引 QS 平行 于 TO, 显然 可 知 NO 人 比 NQ 等 于 
NQ 比 QR, 且 等 于 QR 比 RS, 又 因 NO=1,NQ 一 % 故 QR=z#,RS 一 
友 ; 由 于 NP{ 或 和 ) 女 NQ( 或 2) 的 三 倍 相 比 只 差 RS( 或 3) ,我们 立 
即 得 到 ?一 3z 一 2 ,或 2 一 3z 一 9。 
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描绘 一 条 抛物 线 FAG ,使 得 正 焦 弦 的 二 分 之 一 CA 等 于 记 ， 取 


CD 一 号, 重 线 DE- 去 9; 然后 ,以 上 为 心 作 过 A 的 图 FAgG, 该 加 与 
抛物 线 除 项 点 A 外 还 交 子 三 点 F,y 和 6, 这 说 明 已 得 的 方程 有 三 
个 根 , 即 两 个 真 根 GK 和 只 ,一 个 候 根 FL. 两 个 要 中 的 较 小 者 此 应 
取 作 所 求 直线 彼 NQ 的 长 , 因 另 一 个 根 GK 等 于 NY ,而 NV 台所 对 
的 弧 为 VNP 弧 的 三 分 之 一 , 弧 VNP 服 弧 NQP 合 在 一 起 组 成 一 个 
阅 ; 候 根 FL 等 于 QN 和 NV 的 和 ,这 是 容易 证 明 的 。 


所 有 立体 问题 可 约 化 为 上 述 两 种 作 图 


我 不 需要 再 举 另 外 的 例子 ,因为 除了 求 两 个 比例 中 项 和 三 等 
分 一 个 角 之 外 ,所 有 立体 问题 的 作 噬 都 不 必用 到 这 条 法 则 ,你 只 要 
注意 以 下 几 点 ,上 述 结论 便 一 目 了 然 :这 些 问 题 中 之 最 困难 老 都 可 
由 三 次 或 四 次 方程 表示 ;所 有 四 次 方程 又 都 能 利用 别 的 不 超过 三 
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次 的 方程 约 简 为 二 次 方程 ;最 后 ,那些 三 次 EN 项 者 可 消 
去 ; 故 每 一 个 方程 可 化 为 如 下 形式 中 的 一 

十 rd ?= je 9。 
若 我 们 得 到 的 是 2 一 一 咏 十 4, 根据 被 卡 当 (Cardan) 归 在 西 皮 磺 " 费 
项 乌 斯 (Scipio Ferreus) 名 下 的 一 条 法 则 ,我 们 可 求 出 其 根 为 


/bie :+ 直 bot 可 8 ri 


类 伏地 , 当 我 们 得 到 如 一 十 严 士 9 其 中 最 后 一 融 的 一 半 的 平方 大 
于 倒数 第 二 项 中 已 知 量 的 三 分 之 一 的 立方 ,我 们 根据 相当 的 法 则 
求 出 的 根 为 


Et 3 
[1 /i 有 1。1 
六 ?十 \/ 村 尘 一 劳 玉 十 \) 卫 4 一 4 了 一 谢 P。 
很 清楚 ,所 有 能 约 简 成 这 两 种 形式 的 方程 中 任 一 种 的 何 题 , 除 
了 对 某 些 已 知 量 开 立方 根 之 外 ,无 需 利用 圆锥 截 线 就 能 完成 其 作 


图 ,而 开 立 方 根 等 价 于 求 该 重 眼 单位 之 间 的 两 个 比例 中 项 。 震 我 们 
得 到 了 一 十 天 十 4, 其 中 最 后 一 项 之 半 的 平方 不 大 于 依 数 第 二 项 中 
忆 知 量 的 三 分 之 一 的 立方 ,骨肉 等 于 \/ 2 的 No 为 半径 作风 
NQPV,NO 即 单位 跟 已 知 量 ?的 三 分 之 一 两 者 间 的 比例 中 项 。 然 
后 , 取 NP= 副 , 即 让 NP 与 另 一 已 知 量 4 的 比 等 于 1 与 计 ? 的 比 ,并 
使 NP 内 接 于 圆 , 将 两 眉 弧 NQP 和 NVP 各 自分 成 三 个 相等 的 部 
分 ,所 求 的 根 即 为 NQ 与 NV 之 和 ,其 中 NQ 是 第 一 段 儿 的 三 分 之 


一 所 对 的 弦 ,NY 是 第 - 段 弧 的 三 分 之 一 所 对 的 弦 。 
最 后 ,假设 我 们 得 到 的 是 对 一 z* 一 (. 作 图 NQPV ,其 半径 NO 等 于 


V/ 于 p, 令 NPC 它 等 于 妾 ) 内 接 于 此 加 ;那么 , 弧 NQP 的 三 分 之 -所 


对 的 弦 NQ 将 是 第 一 个 及 求 出 
弦 NY 是 第 二 个 所 求 的 根 。 我 从 
项 之 半 的 平方 大 于 倒数 第 二 项 


雇 , 星 另 一 段 台 的 三 分 之 一 所 对 的 
必须 考虑 一 种 例外 情形 , 邯 最 后 一 
中 已 知 量 的 三 分 之 一 的 立方 ;此 时 ， 


直线 段 NP 无 法 区 在 圆 内 ,因为 它 比 直径 还 长 .在 这 种 情形 , 原 是 
真 根 的 那 两 个 根 或 了 虚 根 , 而 唯一 的 实 根 是 先前 的 那个 假 根 , 据 卡 


当 的 法 则 , 它 应 为 


s 3 
/1 1，1。 /1 Je 1 ， 
ov 3 Fri i 4 一 272 


表示 三 次 方程 


的 所 有 根 的 方法 ， 


此 法 可 推广 到 所 有 四 次 方程 的 情形 


还 应 该 说 明 , 这 种 依据 根 与 某 些 立方 体 (我 们 仅 知 道 它 的 体 


积 ? 的 边 的 关系 发 孙 根 的 方法 ， 


缀 不 比 另 - -种 方法 更 清晰 和 人 简单 ， 
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后 者 依据 的 晤 根 与 革 些 弧 疏 ( 或 者 说 加 上 的 某 些 部 分 所 对 弦 的 关 
系 , 此 时 我 们 已 知 的 是 弧 段 的 三 人 长 那些 无 法 用 卡 当 的 方法 求 出 
的 三 次 方程 的 根 ,可 用 这 里 指出 的 方法 表示 得 象 任何 其 它 方程 的 
根 一 样 清晰 ,甚至 更 加 清晰 。 

例如 ,可 以 认为 我 们 知道 了 方程 ?~ 一 oz 十 ?的 一 个 根 ,因为 
我 们 知道 它 是 两 条 直线 自 的 和 ,其 中 之 一 是 一 个 立方 体 的 边 ,该 立 
方 体 的 体积 为 二 9 加 上 面积 为 子 ?* 一 南 的 正方 形 的 边 , 男 一 条 是 


另外 一 个 立 廊 体 的 边 ,此 立方 体 的 体积 等 于 去 4 碱 去 面积 为 二 ?一 
让 r 的 正方 形 的 边 . 这 就 是 卡 当 的 方法 所 提供 的 存 关 根 的 情况 .无 


需 剑 性 , 当 方程 宕 一 十 4e 一 ? 的 根 的 入 视 看 成 是 人 在 半径 为 ,/ 3 


的 加 上 的 弦 的 长 度 ( 该 驼 所 对 的 骤 为 长 度 等 于 3 妾 的 粥 所 对 的 弧 的 
三 分 之 一 ) 时 ,我 们 能 更 清楚 地 想象 它 . 了 解 它 。 

确实 ,这 些 术 语 比 其 它 说 法 简单 得 多 ; 当 使 用 特殊 符号 来 表示 
所 论 及 的 弦 时 ,表述 就 更 精炼 了 ,正如 使 用 符号 洲 ”来 表示 立方 
体 的 边 一 样 。 

运用 跟 已 解释 过 的 方法 类 似 的 方法 ,我 们 能 够 表示 任何 四 次 
方程 的 根 , 我 觉得 我 元 须 在 这 方面 作 进 一 步 的 探究 ;由 于 其 性 质 所 
定 ,我 们 已 不 可 能 用 更 简单 的 术语 来 表示 这 些 根 了 ,也 不 可 能 使 用 
更 简单 同时 又 更 具 普 遍 性 的 作 图 法 来 确定 它们 。 


为 何 立 体 问题 的 作 图 非 要 用 圆锥 截 线 ， 


乱 更 复杂 的 问题 需要 
其 它 更 复杂 的 曲线 


我 还 一 直 没 有 说 明 为 什么 我 敢于 宣称 什么 是 可 能 的 ,什么 是 
不 可 能 的 理由 .但 是 ,假如 记 住 我 所 用 的 方法 是 把 出 现在 几何 学 家 


面前 的 所 有 问 
问题 ,那么 , 显 


题 ,都 约 化 为 单一 的 类 型 , 即 化 为 求 方程 的 根 的 值 的 
然 可 以 列 出 一 张 包括 所 有 求 根 方法 的 一 览 表 ,从 而 


很 容易 证 明 我 们 的 方法 最 简单 ,最 其 普遍 性 ,特别 地 ,如 我 已 说 过 
的 ,立体 问题 非 利用 比 圆 更 复杂 的 曲线 不 能 完成 其 作 图 ,由 此 事实 


立即 可 


[ 知 ,它们 


都 可 约 化 为 两 种 作 图 ,其 一 即 求 两 条 已 知 直线 段 之 


疗 的 两 个 比例 中 项 , 另 一 种 是 求 出 将 给 定 张 分 咸 三 个 相等 部 分 的 


两 个 点 ,因为 
单 关系 ,所 以 


圆 的 弯曲 度 仅 做 赖 于 圆心 各 圆周 上 所 有 点 之 间 的 简 


仅 能 用 于 确定 两 端点 间 的 一 个 点 ,如 人 象 求 两 条 给 定 


直线 段 之 间 的 一 个 比例 中 项 或 平分 一 段 给 定 的 统 ; 男 一 方面 , 贺 猴 
截 线 的 栾 地 度 要 依赖 两 种 不 同 的 对 象 , 因 此 可 用 于 确定 两 个 不 同 


的 点 。 


基于 类 似 的 理由 ,复杂 程度 超过 立体 问题 的 任何 问题 ,包括 求 
四 个 比例 中 项 或 是 分 一 个 角 为 五 个 相等 的 部 分 ,都 不 可 能 利用 


锥 截 线 中 的 一 种 完成 其 作 图 。 
此 我 相信 ,在 我 给 出 那 种 普遍 的 法 则 , 即 如 前 面 已 解释 过 


的 、. 利 用 抛物 线 和 直线 的 交点 所 描绘 的 曲线 来 解决 所 给 问题 的 作 
图 之 后 ,我 实际 上 已 能 解决 所 有 可 能 解决 的 问题 ;我 确信 ,不 存在 
性 质 更 为 简单 的 曲线 能 服务 于 这 一 目标 .你 也 已 经 看 到 ,在 古人 给 
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予 极 大 注意 的 那个 问题 中 ,这 种 曲线 紧 随 在 同 通 截 线 之 后 ,在 解决 
这 类 问题 时 顺 次 提出 了 所 有 应 被 接纳 入 几何 的 曲线 。 


需要 不 高 于 六 次 的 方程 的 
所 有 问题 之 作 图 的 一 般 法 则 


当 你 为 完成 这 类 问题 的 作 图 而 寻找 需要 用 到 的 量 时 ,你 已 经 
知道 该 怎样 办 就 必定 能 写 出 一 个 方程 , 它 的 次 数 不 会 超过 5 或 6, 你 
还 知道 如 何 使 方程 的 根 增 大 ,从 而 使 它们 都 成 为 真 根 ,同时 使 第 三 
项 中 的 已 知 量 大 于 第 二 项 中 的 已 知 量 之 半 的 平方 .还 有 , 若 方 程 不 
超过 五 次 , 它 总 能 变 为 一 个 六 次 方程 ,并 使 得 方程 不 缺 项 。 

为 了 依靠 上 述 单一 的 法 则 训 服 所 有 这 些 困 难 ,我 现在 来 考虑 
所 有 使 用 过 的 办 法 ,将 方程 约 化 为 如 下 形式 : 

六 一 十 9 一 ?六 十 弛 一 要 十 一 0， 
其 中 9 大 于 亏 ? 的 平方 
BK 沿 两 个 方向 随意 延长 ,在 点 B 引 AB 垂直 于 BK、 且 等 于 


于 8, 在 分 开 的 平面 上 撕 绘 抛物 线 CDF ,其 主 正 焦 忠 为 


上 1 
f+ 
我 们 用 * 代表 它 。 


现在 ,把 画 有 该 狗 物 线 的 平面 放 到 画 有 真 线 AB 和 BK 的 平面 
上 ,让 抛物 线 的 铀 DE 落 在 直线 BK 上 。 取 点 ,使 De 一 ,并 


放置 一 把 直 尺 连 接点 E 和 下 层 平面 上 的 点 A。 持 着 直 尺 使 它 总 是 
连 着 这 两 个 点 ,再 上 下 拉动 抛物 线 而 令 其 轴 不 离开 了 K ,于 是, 抛物 


线 与 直线 的 交点 C 将 描绘 
出 一 条 曲线 ACN. 它 可 用 上 
所 提问 题 的 作 终 。 
描绘 出 这 条 曲线 后 ,在 
抛物 线 四 的 那 边 家 定 BK& 上 
的 一 个 点 工 ,使 BL= DE= 
2 的 后 ,在 了 K 上 朝日 
的 方向 划 出 LH 等 于 
1 2 
二 ,并 从 于 在 蜂 线 
ACN 所 在 的 那 侧 引 HI 牌 直 
于 LH。 取 HI 等 于 
Fe 3 
2 
为 简洁 起 见 ,我 们 可 令 其 为 
再 .我 们 再 连接 L 和 1 以 LI 


为 直径 并 在 其 上 描绘 圆 
LPI 然后 ,在 该 圆 内 嵌 人 等 


于 /二 办 的 家 线段 LP. 最 后 ,以 1 为 心 画 过 P 的 加 PCN. 这 个 
国 与 曲线 ACN 相交 或 相 切 角 的 点 数 申 方程 上 有 的 根 的 数目 一 样 
多 ;因此 .由 这 些 点 引出 的 与 Bk 重 直 的 CG、NR、,00 等 重 线段 就 是 
所 求 的 根 .这 条 法 则 绝 不 会 失效 ,也 不 允许 任何 例外 发 生 。 
因为 , 若 量 : 与 其 它 的 量 ng.ysta 相 比 有 如 此 之 大 ,以 至 直 
线 玻 LP 比 加 LI 的 直径 还 长 ,根本 不 可 能 筑 在 贺 内 ,那么 ,所 论 回 
题 的 告 一 个 根 将 帮 是 虚 痕 ; 若 贺 下 如 此 之 小 ,以 择 限 曲线 ACN 没 
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有 任何 交点 ,方程 的 根 也 管 是 虚 
根 。 一 般 而 论 , 圆 玉 将 跟 曲 线 
ACN 交 于 六 个 不 同 的 点 , 邵 方程 
可 有 六 个 不 同 的 根 .如 果 交 点 不 
足 此 数 ,说 明 菜 些 根 相等 或 有 的 
是 庶 根 。 

当然 ,如 果 你 觉得 用 移动 扫 
物 线 描 给 曲线 ACN 的 方法 太 麻 
需 , 那 么 还 有 许多 其 它 的 办 法 .我 
们 可 以 如 前 一 样 取 定 AB 和 BL， 
让 了 等 于 该 折 物 线 的 正 集 弦 ， 
并 描绘 出 半圆 KST, 使 其 图 心 丰 
BK 上 ,与 AB 交 于 某 点 $. 然 后 ， 
从 半 国 的 端点 出发 ,向 的 方 
向 取 Ty 等 于 BL, 再 连接 S 和， 
过 A 引 AC 平 行 于 SV, 并 进 S 引 
SC 平行 于 Bk 那么 ,AC 和 SC 的 
交点 上 就 是 所 求 曲线 上 的 一 个 
点 .用 这 种 方法 ,我 们 可 以 如 原 找 
出 位 于 该 曲线 上 的 任意 多 个 点 。 

以 上 结 沦 的 证 明 是 非常 简单 的 , 置 直 尺 AE 和 抛物 线 FD 双双 
经 过 点 C, 这 是 总 能 办 到 的 ,因为 C 落 在 曲线 AcN 上 ,而 后 者 是 由 
该 邹 物 线 和 直 尺 的 交点 措 给 出 来 的 , 若 我 们 令 CO 二 y, 则 GD 将 等 
于 区 ,因为 正 焦 纺 ”与 CG 的 比 等 于 CG 与 GD 的 比 .于 是 ,DE 一 


2 2 
也 


等 了 CG 比 GE, 且 AB 等 于 二 7, 因 此 ,BE 一 弄 一 儿 六 现 令 为 由 


2 ay 


.从 GD 中 诚 去 DE, 我 们 得 GE 一 于 一 比 人 .因为 AB 出 BE 


99 


直线 SC( 它 平行 平 BK) 和 AC( 它 
平行 于 SV) 的 交点 上 所 生成 的 曲线 
上 的 一 个 点 ,并 令 SB=CS 一 y, 抛 
物 线 的 正 焦 芒 BK 二 x。 那么 ,BT 二 


下 ,因为 KB 比 BS 等 于 BS 比 BT; 


又 因 TV= BL 


,我 们 得 


BV 加- 2 “ ,同样 .SB 比 BV 
等 于 AB 比 BE 其 中 BE 如 前 一 
榜 等 于 娄 一 站 .显然 ,由 这 区 
种 方法 描绘 出 了 同 -- 条 曲线 。 
而 且 ,BL 二 DE, 放 DL 一 BE; 


t 
LH= 
x 2n v7 


因此 ， 


此 式 可 写成 
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1 ， 入 三 
Te 
?aN ” 


GH= -——" VY 
地 
由 此 可 得 GH 的 平方 为 
3 1 i A pt 上 
一 J 2 yt 
4 Yi 2 


无 论 取 有 曲线 上 的 哪 一 点 
为 C. 也 不 论 它 接近 N 或 接 
近 Q, 我 们 总 是 能 够 用 上 述 
同样 的 项 和 迷 接 符号 表示 
BH 之 截 段 ( 即 点 HH 与 由 C 
向 BH 所 引 垂 线 的 垂 足 间 的 
连 线 ) 的 平方 。 

得 者 , IH = 各 LH 一 


t 


"由 此 可 得 1 
一 一 和 
mi K 
/+ 
因为 角 IHL 是 直角 ;又 因 | 
Ia 
且 角 1IPL 是 直角 , 故 


现 引 CM 垂直 于 IH， 


IM= HI 一 HM 一 HE 一 CG 一 天 一 玉 
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由 此 可 得 IM 的 平方 为 本 -2 型 + 
从 IC 的 平方 中 减 去 IM 的 平方 .所 余 的 即 为 CM 的 平方 


此 式 等 于 上 面 求 得 的 GH 的 平方 。 它 可 写成 


一 - 2 
2 


ny 


£ 
Ve 
二 代替 .在 两 个 部 分 “ 告 太 nzz: 乘 之 后 ,我 们 得 到 


现在 . 式 中 的 zz" 用 六 十 gy 一 广 7P 代 竺 .2g 用 2 


lp Ep 
3 Wi (Fr VEY ra 

z 
gs + yt 


1 t 
rt yr+t2 站 十 
玫 ? 1 十 2VW 了 


4 
+ sp uy, 


即 
二 0， 

由 此 可 见 , 直 线段 CG、NR、Q0 等 都 是 这 个 方程 的 根 。 

车 我 们 想 要 找 出 直线 段 a 和 5 之 间 的 四 比例 中 项 ,并 令 第 一 
个 比例 中 项 为 z, 则 方程 为 2 一 a 二 0 或 一 ee 二 0。 设 y 一 a 二 x, 我 
们 得 

bay t+15ay—200y+150y— (9+ad)y 二 or 二 qb 0。 

因此 ,我 们 必须 到 AB= 34; 擅 物 线 的 正 焦 弦 BK 必须 为 


* 指 GR 的 平方 和 CM 的 平方 .一 一 译 者 
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8q Tab 
Wo 十 本 


我 称 之 为 ,DE 或 BL 将 为 


+6a:, 


ET, 
然后 ,描绘 出 曲线 ACN ,我 们 必定 有 


LH=_ 0+ 


2n VF” 
3 2 本 
HT 
n 灵 2mzAA 十 吧 


LP 一 和 Y 15a? 十 6a Va 十 二 。 


因为 以 1 为 心 的 加 将 通过 如 此 找 出 的 点 P, 并 有 眼 曲 线 交 于 两 点 C 
与 N。 车 我 们 引 垂 线 NP 和 CG, 从 较 长 的 CG 中 减 去 较 短 的 NR, 所 
余 的 部 分 将 是 *, 即 我 们 希望 得 到 的 四 比例 中 项 中 的 第 一 个 。 

这 种 方法 也 可 用 于 将 一 个 角 分 成 五 个 相等 的 部 分 ,在 图 内 幅 
入 正 十 一 边 形 或 正 十 三 边 形 ,以 及 无 数 其 它 的 问题 -不 过 ,应 该 说 
明 , 在 许多 问题 中 ,我 们 可 能 碰 到 圆 与 第 二 类 抛物 线 斜 交 的 情形 而 
很 难 准确 地 定 出 交点 ,此 时 ,这 种 作 图 法 就 失去 了 实际 价值 .克服 
这 个 困难 并 不 难 , 只 要 护 出 另 一 些 与 此 类 似 的 法 则 即 可 ,而 且 有 千 
百 条 不 后 的 道路 通商 那些 法 则 。 

我 的 目标 不 是 撰写 一 本 大 部 头 的 书 ; 我 试图 在 少量 的 篇 幅 中 
蕴含 丰富 的 内 容 。 这 一 点 你 也 许 能 从 我 的 行文 中 加 以 推断 : 当 我 把 
同属 一 类 的 问题 化 归 为 单一 的 一 种 作 图 时 ,我 同时 就 给 出 了 把 它 
们 转化 为 其 它 无 穷 多 种 情形 的 方法 ,于 是 又 给 出 了 通过 无 穷 多 种 
途径 解 其 中 每 个 问题 的 方法 ;我 利用 直线 与 副 的 相交 完成 了 所 有 
平面 问题 的 作 图 ,并 利用 抛物 线 和 圆 的 相交 完成 了 所 有 立体 问题 
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的 作 图 ;最 后 ,我 利用 比 抛物 线 高 一 次 的 曲线 和 圆 的 相交 ,完成 了 
所 有 复杂 程度 高 一 层 的 问题 .对 于 复杂 程度 越 来 越 高 的 问题 ,我 们 
只 要 遵循 同样 的 .具有 普 让 性 的 方法 ,就 能 完成 其 作 疼 ;就 数学 的 
进步 而 言 ,只 要 给 出 前 二 ,三 种 情形 的 做 法 ,其 余 的 就 很 容易 解决 。 

我 希望 后 世 会 给 予 我 仁厚 的 评判 ,不 单 是 因为 我 对 许多 事情 
作出 的 解释 ,而 且 也 因为 我 有 意 省 略 了 的 内 容 一 一 那 是 留 给 他 人 
享受 发 明之 愉悦 的 。 


